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AVERTISSEMENT. 



Cet Ouvrage , divisé en trois parties , est destiné 
à compléter la Géométrie élémentaire , à préparer» 
les élès^es auu concours général et aux examens j en> 
les exerçant sur un grand nombre de problèmes de 
Géométrie , à démontrer les difiërens prindpes qui 
'servent de base a la Gréométrie descriptii^ , et à faire 
connaître les éléméns de cette science. 

La première partie contient des théorèmes et des 
problèmes relatifs à des points et à des lignes qui 
sont dans un même plan. 

La deuxième partie traite des propriétés générales 
des points , des lignes et des surfaces qui sont situéi( 
d*une manière quelconque dans l'espace ; on j trouve 
la démonstration de plusieurs principes qui serviront 
dans la Géométrie descriptive. 

Dans la troisième partie ^ on expose les principes 
fondamentaux de la Géométrie descriptive , et Ton 
donne les solutions de problèmes élémentaires à 
laide desquels on pourra résoudre les questions les 
pJos compliquées. 

Lorsque les données et les inconnues sont dans un 
même plan^ la Géométrie élémentaire fournit le 
uioyen d'exécuter sur ce plan , les constructions qui 
conduisent à la solution de la question proposée. 
Mais , lorsqu'un problème conduit à considérer des 
points et des lignes situés d'une manière quelconque 
dans l'espace p il faut recourir à de nouvelles mé-» 
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thodes qui constituent la partie des Mathématiques , 
nommée Géométrie descriptive , dont T objet spécial 
est de résoudre^ à l'aide de constructions effectuées 
sur un plan y les différens problèmes qui se rappor- 
éeht €ùiX trois dtmenskms de V étendue. Le procédé 
deut .on fait usage, est la méthode des, projections , 
qui consiste à rapporte^ à deux plans qui se coupent , 
tdntef' les ^Murties de Tespacé. ; 
'.: Lesdiffiéitltés qui se présentent , lorsqu'on étudie 
ks Iraités^de Géométrie descriptive , me paraissent 
tenir à plusieurs causes que je vais indiquer .: 

Des élèves, qui otat apprb la Géométne avec fa- 
cilité, 0fiX de la peine à retrouver lesl théorèmes sur 
lesquels il faut s'appuyer pour démontrer l'exactitude 
des dÂverste oonslractiotis indiquées, et souvent 
mêtiie'cest constrnctioBS dépendent de principes qui 
se se! trouvent pasxlsuis les traités de Géométrie. De 
|ilus^ ûQ est accoutumé,' dans ces traités, k Voir sût les 
figures, les points et les lignes- <|ui servent aux dé-^ 
xnobstntietas y e» qui xn'«i . plus lieu., dàn^ la Géokné- 
tri'é desqripâyé , k Ifégârd des pbints et des lignes qui 
ne SM.t' pas dans lesr platis de ^ojection. 

!F«mr remédiera ces inconvéniens , et pour né pâ)& 
interrompre l'enchaînement des raisormemens qui 
condflmetiè>à la solution .dès: problèmes de la GéûÉié* 
iHef'descriptiprev j'étialilis'dàns àés prélimiAaîreSy^ \e& 
diverBea .propriétés ,î)Vii. servent de fondement à .la 
.eonstrDiction/desr^^^ri?^''. '^ : y» .*.. ;j^: • 

Afif^iAè fedliieri llufteUi^nce des de^iuonsth^i^»» , 
je £ûs Iconnaâtm^ipar dès nmnéros de heiivoi, les 
propoflitiens pi^ébeolenies auxqtoUes il faut avoîi^ re^- 
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conrs ; et lorsque cela me -pt^rsài nécessaite , j'iodiqae f 
sur une fignre^ les lignes, qui étant skuées dans 
Vespace, ne servent qu'à faire connaître comment 
on peut déduire les inconnues des données, à 1 aide de 
constructions exécutées,stir un seul plan. J en dédais 
le moyen de tracer ïépure qui ne renfermé que les 
lignes nécessaires à la solution du problème» 

Je discute avec soin les d^reos cas qui .peûTeot 
se présenter, et lorsque des cofistrWion^ setrouTent 
en dé£iut , dans certains cas- particuliers, je i^ésoès 
directement la question prOfK)^. . . . 

J'ai principalemeut insisté sur la oatuihiction de 
la pyramide triangulaire, parce que œttis cônstruc-* 
tion fournit la solution graphique des .difiei;ens prb-» 
blêmes relatif aux triangles sphériques. - 
. J'ai donné le moyen de prouver les nabattemenSf sur 
les plans de pfrojection , 4'^i^ point de l'espace situé 
dans un plan connu ^ ^t ^ciprpquement,. de détàv 
miner les pix>jections d'un ]>Qi&t,de V^paise dont on 
connaît le rabattement sur l'un des plans de projee* 
don* J'en ai déduit uae.jméthpde générale pour ré- 
soudre des problème^ relatifs à des points et à des li-» 
gnes situés dans l'espace , l^irsqiie les donnée^ et les 
inconnues étant sur* jun inèai0 plan , ces données ne 
sont déterminées que par leurs projections* 

J'ai adopté plusieurs expressions abrégées qui sont 
consacrées par l'usage. I«orsque )e parlerai d'une 
ligne y sans en désigner l'espèce , il s'agira d'une ligne 
droite. Lorsque je dirai tirez AB, il faudra entendre, 
tirez la droite AB par les points A et B. La perpen^ 
oculaire sur le milieu dune ligne AB , sera la per- 
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pendicakore a la droite AB , menée par le milieu 
de AB. Lorsqu'on parlera d'un cercle OA , il s'agira 
du cercle dont le centre est et dont le rayon est OA. 
Quand on parlera d'un arc, sans désigner son espèce , 
il s'agira toujours d'un arc de cercle ; et suivant qu'un 
arc sera situé dans un plan horizontal ou dans un plan 
vertical, on dira que cet arc est horizontal ou qu'il est 
vertical» De même , un angle sera dit horizontal ou 
vertical, selon que ses deux c6tés seront dans un 
jdan horizontal ou vertical; et quand les côtés de 
l'angle seront dans un plan qui formera un angle 
aigu ou obtus avec l'horizon ,»on dira que cet angle 
est oblique. Lorsqu'on proposera de mesurer un 
triangle , un rectangle ^ un cercle , etc. , il faudra 
entendre qu'on veut en mesurer la surÊice. 

Les numéros placés entre parenthèses , indiquent 
des renvois aux articles correspondans de cet ouvrage. 
Ainsi f dans la 7* ligne de la page 10 ^ l'expression 
(n® i5) indique un renvoi au théorème de l'article 1 5 
de la page 8. 

Cet ouvrage ayant été Composé avec la seule in- 
tention d'être utile aux Élèves, en facilitant leurs 
études^ je profiterai avec reconnaissance de toutes 
les observations que MM. les Pirofesseurs voudront 
bien m'adresser. 
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donnés 188.. .190 

a83. 33* PaoBiiMi. Deux droites qui se coupent 

étant données de grandeur et déposition, 
dans Tcspace, tronver un point de leur 
plan^ tel que les droites menées de ce 
point aux extrémités des| droites données^ 
feosenc entre elles des angles donnés. . . . 190 et i() 1 

984* 34* PiOBLÈxE. Par un point donné dans 

I9 plan de dç nz parallèles dont les projec- 
tions sont connues, mener une droite teUe 
que la partie de cette droite comprise entre 
ces parallèles soit d'une longueur donnée, f 91 . . . iç4 

a85. 35* PapBLiME. Trois poinu étant donnés 

dans Tespace , déterminer la rraie gran- 
deur de la circonférence qui passe par ces 
trois points, et construire les projections 
des différens points de cette courbe». ... 194 et i(>5 

aS6. 36* PtoBL&ME. Trois poinu étant donnés 

dans Tespace , on propose de construire 
le cercle inscrit dans le triangle formé par 
les droiteé qui joignent ces points , et de 
trouver les projections de la circonférence 
de ce cercle 195 et 19G 

387.- 3.7* PxoBLiMB. Connaissant la projection 

. hoiizontaU ■d*un point èitué sur une 

surface sphérique dont le centre et le 

rayon sont donnés ^ construire la pro» 

. jection vertioaie de ce point 196. . . i<)() 

a88« 38* PaoBLiME. On propose de construire 

le plus court chemin d'un point à un 
autre^ sur la surface d'une sphère dont 
le centre et le rayon sont donnés 199 et 100 

989. 39* PaoBL^ME. Connaissant la projection 

horizontale d'un point situé sur une 
surface de révolution dont l'axe et 
la génératrice sont donnés ^ construire 
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la projection verticale de ce point soo. . • Ma 

390. 4^* PioBLànE. Connaissant la projections 

de plusieurs points de V espace , reeon^ 
naître si tous ces points de Pespaeû sont 
dans un même plan ao3 



NOTES. 

Noie sur le n? 242. 

191. Construire P intersection de deux plans t 

lorsque les traces de ces plans passent 
par un même point de la ligne de terfe, 
et lorsque les traces koriMontales os 
verticales se coupent en 101 poini qui 
sort des limites de la feuille sur la* 
quelle on veut tracer Pépure» • • S02. • «aciG 

Note sur le if 24^. 

sga . Trouver les traces du plan déterminé par 

deux droites qui se coupent^ lorsque les 
projections de ces droites passent par 
un même point de la ligne de terre 106 tt 907 

Noie sur le i»® 272. 

993. ^ROihkuE, Connaissant deux angles plans 

d'un angle solide triple, et l'angle diè- 
dre opposé h Pun de ces angles plaASp 
construire le troisième angle plan et les 
deux autres angles dièdres , en faisant 
usage de la méthode des rabattemens,. aoT^et ao8 
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39, 4 cp ranoottaCt Q& icUe , qpm , iÔM QR , telle que 

4i, 8dnn«G7,Cf', /ûesGt 

74, 8 en reaionianty fon, iisn «oot 

9f, 5» Vesjfaee compris ,liaa L'etpaee indéfini coimpris 

107, 9 CP resKNiuniCy cûcoaCércBOe mcDce, /ûcs circoofcrcnce , menie 

1 189 8 en remoDtanc , c = x AD etc. , lisez s = v x AD etc. 

tvj, 1 1 , wf , /û«« ^ 

i36, 7 en icmonunt, 4** ^ ^^^"^ droiiet , lise* 4*- $> ^ àeux droites 

161 9 6 en remontant , PC lisez PG'; 

179, 3 en remonimc , deox lisez nn on denz 

174» 4> ^^i"* ^^ 1^ <^ ^^^"^ 
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ao3, 4 ^^^ remontant, 1 donc /£fea donc 

309, 3 en remontant, T«T lisez T*T' 

ooSy 3, an lien de coope lisez rencontre 
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PREMIÈRE PARTIE. 

Théorèmes et Problèmes relatifs à des points et à 
des lignes situes dans un même plan. 

S !•'. THÉORÈMES. 

I. TH£oHàif£ (/^. i). LoR8QV£ dans un triangle ABC on 
mène une droite CE, du sommet G de fun des angles , nu 
milieu E du côté opposé j on a 

(i). , . CA + CB = a (ceV Âe'). 

En effet y tirez CD perpendiculaire k AB, Tousaures 

BD = BE — ED, AD = AE + ED. 

Élevant ces équations au quarré , ajoutant respect îyement CD 
aux deux membres des équations qui en résulteront , et obser- 
vant que la somme des quarréa des deux c^tés de Pangle droit 
est égale au quarré de Vhypoténuse , on trouvera 

CbV=CÊ + BÊ — aBE X ED, <ÎA =CÊ*+ KE+ aAE X ED; 

Géométrie. i 
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Ajoutant ces équations membre à membre , et remanjuant 
que A£ = BE, on obtiendra Téquation (i). 

RxMABQVE. Si du point E comme centre, tTCC EC pour rajon, 
on décrit une circonférence, tons les triangles qui auront AB 
pour base, et dont les sommets seront sur la circonférence, 
seront tels, que la somme des qnarrés des côtés adjacens à la 

base sera une quantité constante 2 ^CE + A£ ). 

2. Théosèick (Jig' 2). Les trois droites qui divisent les a/i— 
gles d'un triangle ABC en deux parties égales , se rencontrent 
au même point. 

Divisez les angles BAC, ABC, en deux parties égales, par les 
droites AM , BM , et tiies CM ; )e dis que CM divise Fangle ACB 
en deux parties égales. En effet, si du point M on mène des 
perpendiculaires MF , M£ , MD , sur les côtés AB , AC , BC , les 
triangles rectangles AMF, AME, seront égaux, ainsi que les 
triangles BMF, BMD. Donc, MF=M£=MD.^Les triangles rec- 
tangles MCD, MCE, seront donc égaux; la droite CM divise donc 
Fangle ACB en deux parties égales. 

Remarque. Les perpendiculaires MF, MD, ME, étant égales, 
si du point M comme centre , avec le rajon MF , on décrivait 
une circonférence, elle serait tangente aux trois côtés du triangle 
ABCr Cela donne le moyen d'inamrv un cercle dans un triangle. 

3. TnioKkus (fig, 3). Les trois perpendiculaires menées des 
sommets des angles d'un triangle ABC sur les côtés opposés ^ se 
rencontrent au même point. 

Des sommets B, C, menez des perpendiculaires B£, CF, sur 
AC et AB; elles se couperont en M ; il faut démontrer que la 
droite AMD est perpendiculaire à BC Sur BC • comme dia« 
mëtre , décrivez une demî-ciroonférence ; elle passera par les 
points E , F , car les angles BEC , BFC , sont droits. Par la même 
raison , fa circonférence décrite sur AM comme diamètre, pas- 
sera par les points E, F. Tirez la corde FE. Les angles CFE, 
CBE, seront égaux, ainsi que les angles MFE, MAE. Mais, l'angle 
CFE est la même que MF£ ; Iqb angles CB£ » MAE , sont donc 
égaux ; le« triangles BMD, AME, sont donc équian^Ies. Or , 
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l'angle A£M est droit , l'angle BDM est âoxïc droit; AD est 
donc perpendiculaire a BC. 

4. THioRiu (fig. 4)* ^^ ^^^^ perpendiculaires menées sur 
les milieux des côtés dfun triangle ABC^ se rencontrent au même 
point. 

Par les milieux £j F^ des côtés AC, AB, menez desperpcn* 
diculair^ EM, FM^ ii ces côtés , et tirez MD perpendiculaire 
a BC. Vous aurez 

MB = MA, MA = MCj d'oi MB = MC 

Lèa triangles rectangles MDB, MDC, seront doQo égaux ; 
le poini D est donc le milieu de BC. Ce qui déniontre la pro-> 
priété éi^oncôe. 

Rbmabqux. Le point M est le centre du cercle qui passerait 
par les sommets A, B^ C, du triangle ABC; car MA=rMB = MG 
Cela donne le mojen de circonscrire un cercle à un triangle, 

5. THioBiiCB ijig' 5), Les trois droites menées des som^neis 
des angles d'un triangle sur les milieux des çôtia oppoêés , se 
coupent au même point. 

Soit ABC le triangle proposé. Prenez les milieux B, E^ des 
côtés CB , CA , et menez les droites AD , P£ , DE, CMF j il 
^agit de prouver que le point F est le milieu de AB. 

La ligne D£^ divisant les côtés CB , CA, en parties propor- 
tionnelles, est parallèle à BA; les triangles ÇD£ , MAB ^ MAP, 
GDQy sont donc respectivement semblables itifx triangles CBA , 
MDE , MDQ , CBF. Par conséquent, on a 

CD : CB :: de : ba :: DjM : ma :: dq : af. 

j. 

Mais, CD : CB : : DQ : BF ; donc AF c= Bf*: 

Rsmârqub. La proportion CD : CB vI-DM : MA , démontiii 
que DM est le tiers de AD ; car CB étant le double de CD , il 
en réialte que MA est le double de DM* 

& ^Ci^BiMS (^.6). Si d^un point O prie dans l'intériêup 
th $riàngieÂBC, on mine Us perpendiet^laù^s Oà!f QW, QC, 



4 THEOREMES 

ff«r tt^» côté* EC f AC , AB . cm anwa 



(i). . . AC + BA' + OB' = CB + A'C + B'A. 
Car , en tirant les droites OA , OB , OC , on a * 



OC'=OB— CB=OA— AC , d'où (»). . . AC— CB=OA— OB, 
rû'=ÔB^BÏ=^ÔC--Â^* d'oa (3). . .S^^A^cLÔbI-ÔC^ 

oF=oc— cF^idÔA-^B^, d'où (4). . .S'— fïLôcI-ôâ! 

Ajootant les éqnatîons (2), (3), (4)> on frouTe FéquatioD (i). 

7. TflioftiMS {^fig- 7)* V m point O étant prU dans fintéritur 
da triangle ABC^ si ton mins les droiUs AO, BO, GO, ei 
qt^on Us prolonge jusqu'à ce qu'elles rencontrent les côtés dis 
triangle en A', B^, C, on aura 

KG X BA' X OB' =CBX A'C X B'A. 

£n effet , les sarfaees des triangles de même faautenr étant 
proportionnelles à lenrs bases , on a 

CAC : c»c :: ac : Cb, et oca : ocb :: ac : cb; 
donc CAC : OCA :: CBC : ocb. 

On en déduit 

CAC —OCA : CBC — OCB :: cac : cbc :: ac : cb, on 

coA : COB :: ac : cb. 

On prouverait de même que 

AOB: Aoc ::ba': A'C, 
Boc : BOA :: cb' : ka. 

Multipliant les trois dernières proportions, terme à terme, on ^ 
obtient une nouvelle proportion dans laquelle les deux termes 
du premier rapport étant égaux , les deux termes du .second 
rapport sont aussi égaux ; oe qui conduit au .principe éiioneé. 

8. TnbBàKK {fig. 7). VnpointO étant pris'dans l'intérieur 
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d'nn triangle ABC^ si l'on mène Ua droites AO^ BOj GO^ 
et qu'on le% prolonge jusqu'à ce quelles rencontrent les volée 
du triangle en A'j B'j Cj on aura 



■»/ 



OA' OIT OC _ 
A A' "*" BB' "*" ce '* 

En effet , l'égalité BOC + AOC -f AOB = BAC donD« 

BOC AOC , AOB_ 
BAC ■'"bac"*" BAC""'' 

Or , les triangles BOC , BAC , n jant même l>ase BC , sont 
«ntre eux comme leurs liauteurs OH'^ AH ; et l'oa a 

OH' _ OA' BOC _ OA' 

KR ÏA' ' '*''"'' BAC ^ AA'' 

On Terrait de même que 

AOC_OB' AOB __ OC 

BAC "■ BB' ' BAC ~ CC ' 

Le tbéorëme est donc démontré. 

9. TeioRiMB ijig* 8). De tous les triangles formés at^ec wt 
angle donnée compris entre deux côtés variables dont la somme 
est donnée j le plus grand en surface est celui dans lequel ces 
d^ux côtés sont égaux* 

i" DiacoNSTRATiON. Soît un triangle BAC, dans lequel 
BA = BC Prolongea BC, d'une quantité quelconque CN ; pre- 
nez AM = CN , et tirez MN; dans le triangle BMN, la somme 
des côtés qui comprennent Pangle B sera égale à la somme des 
côtés qui comprennent le même angle dans le triangle BAC. 
Il s'agit de pfouyer que la surface du triangle isoscële BAC est 
plus gi'ande que celle du triangle BMN. Menez MF parallèle à 
BC; les droites BA, BC , étant égales, MA sera égal à MF. Mais 
MA=CN; les droites MF, CN, sont donc égales et parallèles; 
les triangles DMF , DNC, sont donc égaux. Le triangle DMA 
est donc plus grand que DNC; et par conséquent, la surface du 
triangle BAC est plus grande que celle du triangle BMN. 
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a* DiicoNSTRATioN. Lct trîaiigics A3C , MBN , ayant un angle 
èommun B , on sait que 

(i). . . surface ABC : surface MBN :: BA X BC : BM X BN. 

Mais, 

BC=BA , CN= AM , BM=BA— AM=BC— CN , BN=BC + CN ; 

donc 

BAxBC=BC*BMxBN==(BC-CN)X(BC+CN)=BC--CN* 
La proportion (i) devient 

surface ABC : surface MBN : : BC*: BC — Cn! 

Or , BC > BC. — CN* donc surface ABC > surface MBN. 

10. TeioBiME {^fig' 9)> Parmi tous les triangles quij ayant 
leurs sommets sur l*arc AMB^ ont le côté commun AB^ le triangle 
isoscèle est celui dans lequel les deux autres côtJs forment la 
plus grande somme. 

Pour le démontrer y prenez le milieu M de Tare AMB, et un 
point quelconque £ de cet arc ; tirez les droites AËx, AMy^ 
BM.BE; prenez ED =rEB et MC= MB, tous aurez M A =MC, 
teaar MA s= MB. Tirez les droites BC , BD. L'angle extérieur d'un 
triangle étant ^al à la somme des deux angles intérieurs oppo- 
êéàf il en résulte que 

Vangle AMB = MBC + MCB = 2MCB = 2ACB, 
Yangle AEB =EDB + EBD = aEDB = 2ADB. 

Or, l'd^ AMB = AEB ; donc Vangle ACB = ADB. 

Var conséquent, si du point M, pris pour centre, on décrit 
une circonférence avec le rayon MA , comme elle passera par les 
points A, B, C, elle passera aussi par le sommet: D de l'angle 
ADB, puisque cet angle est égal à ACB et s'appuie sur le 
même arc; AC sera donc un diamëtre, et AD une corde. Ou 
aura donc 

AC>AD, ou AM-I-MOAE+ED, ou AM+MB>AE+EB. 

11. TnÉORèME XJ^' '^)' P^^^^ ^^U6 les triangles de même 
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àase ABj et donù Un sommets sont sur une même droite GH ^ ^ 
triangle dont le périmètre est un minimuin j est celui dans lequel 
les deux autres côtés forment des angles égaux apec GH. 

Tires la perpendiculaire BF à GH ; prenez DE = DB , et 
menez la droite A£ qui coupe GH en C. Par le point C et un 
point quelconque O de GH • conduisez les droites GB^ OE, 
OAy OB^ ]es côtés CA , CB, feront des angles égaux avec GH» 
car GH étant perpendiculaire sur le milieu D de BE^ les an- 
gles ECH, BCIi , AGG, sont égaux. Il suffît donc de prouTer 
que GA + GB est moindre que OA + OB ; et cela est évident , 
car on a 

OEssOB, GA+GE<OA + OE, ou GA + CB<OA + OB. 

Rekabqub. Si la droite GH était parallèle à la base AB ^ on 
aurait GA= GB. Par conséquent» 

De tous les triangles de même base et de même hauteur j le 
triangle dont le périmètre est le plus petit possible j est celui dans 
lequel les deux autres côtés sont égaux. 

12. TnéoRiMB {fig. 10). De tous les triangles de même base 
et de menu périmètre ^ le triangle qui a la plus grande surface 
est celui dans lequel les deux côtés variables sont égaux. 

En effet, soient 

OA=:OB, GA>GB, et CA + CB = O4 4- OB = aO A. 

11 s'agit de faire yoir que la surface du triangle isotcele OAB 
«st plus grande que celle du triangle scalène GAB de même pé- 
rimètre. Menant OP perpendiculaire sur AB, et Qn parallèle à 
BAy il faut prouver que PO est plus grand que P/i. Gela est 
évident y car G/t étant parallèle à BA, il résulte de la remarque 
d« n® I f , que 

CA + GB>nA+/iB, ou 20A>2/iA; doncPO>Pn. 

i3. THioaiiiX {fig. 10). Parmi tous les triangles de même 
périmètre J le triangle équilatéral est celui dont la surface est 
la plus grande. - 

Soit OAB le triangle maximum. Si deux ctUcs OA ^ OB 
étaient in^ux, il exisleraii un triangle de même base AB; dont 
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les d«ux autres côtés seraient égaux entre eux et formeraient la 
même somme que 04 + OB; la surface de ce dernier triangle 
serait plus grande que OAB (n"" 12); ce qui est contre l'hypo- 
thèse. Deux côtés quelconques O A , OB , sont donc égaux. 
Le triangle maximum est donc équilatëral. 

i4' TnioiiiME (Jig. 1 1). Lorsque deux circonférences ABDF, 
ABGE^ se coupent en A, et B^ il en résulte les propriétés sui- 
i^antes : i*. la droite CC'^ ihenéê par les centres Q,C ^est per^- 
pendiculaire sur le milieu m de AB ; a,^, la droite DE ^ qui 
joint les extrémités D^ E^ des diamètres AD^ AE^ est perpendir 
culaire sur AB; 3®. DE passe par le point By 4*** ^^ '*^ ^ p/^^s 
grande des droites menées par le point B^ et terminées aux cir- 
conférences données. 

I®. On a CA = CB, C'A/s CB; la droite CC est donc per- 
pendicultrire sur le milieu m de AB. 

a^. La proportion évidente AG l CD : : AC l CE , exprime 
que ce/ est parallèle à DE ; mais CC est perpendiculaire sur 
AB ; DE est donc perpendiculaire à AB. 

3^. Cherchons par quel point de AB passe DE. Soit K ce 
point ; la droite DKE, parallèle à CC, donne AC* CD : t km l mK . 
Mais 9 AC = CD; donc Am = mK. Or, Am = mB; donc 
mK = mB. Le point cherché K tombe donc en B. 

4®. Si par le point B on mène une droite quelconque FG, 
cette droite sera toujours plus petite que DE ; car, en joignant 
AF et ACr^ les angles AFB, ADB; seront égaux, comme ayant 
chacun pour mesure la moitié de l'arc AnB. Par une raison 
semblable, l'angle AGB=: AEB. Les triangles AFG, ADE, sont 
donc semblables; ce qui donne ^ AF ! AD :: FG : DE. 

Mais, la corde AF est plus courte que le diamètre AD; FG est 
donc plus petit que DE. 

i5. Théorème {fig* 12). Selon que deux cercles se touchent 
extérieurement ou intérieurement^ la distance OO^ des centres 
Oj O'j est égale à la somme ou à la différence des rayons. 

Cela se réduit à faire voir que le point de tangence est sur 
la droite qui joint les centres; or, s*il se trouvait hors de cette 
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droite, en B par exemple, eo abaissant la perpendiculaire BG 
sur OCy, et prolongeant BC d'une quantité CB' = BG, le point 
B' appartiendrait aussi aux deux circonférences. Par conséquent, 
les deux cercles se couperaient; ce qui est contre l'hypothèse. 

t6. TaioRiME (Jig* i3). Lorsque deux cercles se coupent^ la 
distance Q^y des centres est plus petite que la somme des l'ayons 
OA^ O'Aj et plus grande que leur différence. 

En effet, soit A lui des points d'intersection; en menant 
les rayons OA , O^A , le triangle OAO' donnera 

OG'<OA + 0'A, OA<00' + 0'A, 00'>0A — OA. 

17. TbÉorejcx {^fig. i^et i5). Lorsque deux cercles ne se ren- 
contrent pasj la distance des centres est plus grande que la 
somme des rayons j ou plus petite que leur différence. 

Gela est évident à l'inspection des figures ; la première rela- 
tion a lieu lorsque les deux cercles sont extérieur»- (y^. i4} 1 €t 
la seconde lorsqu'ils sont l'un dans l'autre {fig. i5). 

18. TaàoB^MX (Jig* 16). Lorsque deux circonférences GS, OA 
se coupant en deux points JLj B^la seconde passe par le centré G 
de la première^ si par le point A on mène une sécante AM com^ 
mune aux deux cercles ^ et si l^on tire la corde DB^ les droites 
DB^ ïiW. ^ seront égales entre elles, 

Gooduisez le diamètre AGS et les cordes BM, BS, GB. L'angle 
extérieur d'un triangle étant égal à la somme des deux angles 
intérieurs opposés, et les angles qui ont leur sommet sur la cir- 
conférence étant ^aiix lorsqu'ils s'appuient sur le même arc 9 
vous aurez 

CS = CB, GBS = GSB, ASB = AMB, AGB=:=ADB, 
AGB = GBS + GSB = 2GSB = aASB = 2AMB, 
ADB = DMB + DBM = AMB + DBM. 
Mais, AGB = ADB ; donc a AMB = AMB + DBM. 

Vous en déduirez , AMB = DBM , ou DMB = DBM. 

Les angles DMB, DBM, étant égaux, les côtés DB, DM 
sont égaux. Ge qui démontre^ le principe énoncé. 
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19. TnéoRèMB {fig, 17). Si dêux cercles se touclienl exUriew 
rement ou intérieurement en un point M^ et que par ce point 
on mène deux sécantes quelconques AB^ QD j on aura 

(i)....MA:MB::MC:MD, ou(2)...ma:mb'::mc:md'. 

Pour le démontrer : menez la droite EF par les centres O, 
O', O*, des cercles donnés ; cette droite passera par le point M 
de contact (n« i5). Tirez AE, CE, DF, BF, ÛY*, BT; les 
triangles rectangles MAE, MBF , MB'F'y seront semblables , 
ainsi que les triangles MCE^ MDF, MI/F'; ce qui donnera 

MA : MB : MB' :: me : MF : Mr :: mc : md : md'. 

Cette suite de rapports égaux conduit aux proportions (1) 
et (2). 

REMARQUE. Les proportions (i) et (2) donnent 

ma+mb:ma::mc+md:mc, ou(3)...ab:am::cd:cmj 
B'M:MA— b'm::d'm:mc— MD',ou(4)...B'M:B'A::D'M:D'a 

^o, TnioRiMB {fig» 17 ). Lorsque deux cetvles OM^ O'M^ se 
louchent extérieurement en Mj si par deux points A, C^ pris 
sur une des circonférences j on mène des tangentes AT^ CT^ à 
l'autre circonférence j et si l'on tire les cordes AMj CMLj on aura 

(5).., AT: cr :: am:cm. 

En effet y la proportion (3) du ii^ 19 donne 

abxcm = amxcd. 



D'ailleurs , AT = AM X AB , CD X CM = CT. .. 

Égalant le produit des trois premiers membres de ces équa- 
tions, au produit des seconds membres , on trouvera 

CM X AT =ÂM X GT; d'oi CM X AT = AM X CT'. 
Ce qui démontre l'exactitude de la proportion (5). 

21. ThIorÈmë ifig» 18). Le quarrè du côté du pentagone rè" 
gulier inscrit dans levercle^ est égal au quarrè du rayon j plus le 
quarrè du coté du décagone régulier inscrit dans le même cercle. 
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Soient, AB le côte du pentagone, et AD celui du décagone; 
en prenant l'angle droit pour l'unité d'angle , on aura 

angle AOB = ^, OAB=±OBA = f, AOD=^iAOB. 

Si l'on dlyîse l'angle AOD en deux parties égales par la droite 
OC, et qu'on mène les droites CD, BD, les triangles isoscèles 
ACDy ADBf ayant l'angle commun A, seront aemblaUes et don- 
neront 

AC : AD :: AD : AB; d'oà (O... ÂD*= AB X AC. 

Le triangle OBC est isosceley car 

angieBOCsrAOB — AOC = ^'^l = l = anglêaBk. 

Les triangles isoscèles AOB, BOG, ajant l'angle commun B, 
sont semblables et donnent la proportion 

BC : BO :: BO : AB, d'où (2)... i5 = ab x bc 

Ajoutant les équations (i) et (2) membre à membre, il vient 
ÂD + BO = AB(AC + BG)= ÂB.*Ce qu'il fallait démontrer. 

22. TniaBàssE (Jig^ 19). Ltonque d'un point quelconque , 
situé dans Vungle formé par deux cdtés contigua d'un parallélo' 
gramme^ on tire des perpendiculaires sur la diagonale et sur Us 
côtés contigus^ le produit de la diagonale par la perpendiculaire 
menée sur sa direction, est égal à la différence des produits des 
deux côtés du parallélogramme, par les perpendiculaires menées 
sur ces côtés. Si le point était hors de l'angle formé par les deux 
côtés du parallélogramme^ le premier produit serait égal à la 
somme des deux autres* 

Par les- points M, m, menez des perpendiculaires MH, ME» 
MG , mA, me, mg, snr la diagonale et sur les côtés du parallélo- 
gramme ABDCy et tires les droites MA, MB, MD, mjL, /nB, 
mD^YOusaures 

triangle MAD = ABD + MBD — MAB , 
triangle mAD = ABD + mBD + mAB. 

r 

Evaluant les surAiccs de ces triangles, et doublant tes deux 
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membres de ciiaquc égalité, il viendra 

ADXMH = BDXGT + BDXMT — ABXME 

= BD X MG— AB X ME, 
AD X nth = BD X gt -f- BD X z»^ + AB X me 

= BD X m^ + AB X me. ^ 
Ce qui démontre le principe énoncé. 

23. ToéaRèME (fjg. 20). La somme des quarrés des quatre 
côtés d*un parallélogramme ABGD^ est égale à la somme des 
quarrés des deux diagonales. 

£n effet, les diagonales AC , BD , se coupant mutuellement en 
deux parties égales, les triangles ADC, ABC, donnent (n** 1) 



DA + DC = 2DO + 2AO, BA + BC = 2BO + aAO. 
Ajoutant ces équations membre k membre, et observant qae 

2Ï55 + 2BÔ*= 460*= (2BO)* = BD*, 4Â5*= AC * 

on aura DÂ' + DG +11* + "50*= BD*+ Âc! 

24. Théorème (^^.21). Si l'on dii^ise proportionnellement les 
calés opposés d'un quadrilatère ABCD^ de sorte qu'on^ait 

(i). . . DG : GC :: ah : hb, ae : ed :: bf : fc, 

les droites GH^ EF^ se couperont en un point Oj et Von aura 

(2). . . Eo : OF :: ah : hb, ho : og :: bf : fc. 

Par les points E , D , C , F , menez à GH les parallèles' £a , 
Db, Ce, Yd. Les droites D6, Ce, étant parallèles , vous aurez 

hn : Hc :: dg : gc :: AHt hb, 

d'oi AH-^»H : HB — Hc :: AH : HB, 

jc'est-à-dirc (3). . . A6 : Bc :: AH .: HB. 

Les triangles semblables AEa, AD&, et BFcJ, BCc, donnent 

ha : ab :: AE : ed, et Ml de :: BF : FC; 

et puisqu'en vertu de (i)> les seconds rapports de ces deux 
proportions sont égaux, on a Xa l ab II Bd l de; d'où 

Aa + ab l Bd + de II Aa : Bd; 
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ce qui retient à Ab l Bc II Aa : Bd, 

etàcaa8ede(3),ona AH: HB :: Aa : Bd-, 

cette dernière proportion donne 

AH — Aa :hb — M :: Afl : hb, 

c'est-à-dire aH : lld :: AH: HB. 

Mais à cause des parallèles Ea, GH , FJ, on a aus^i 

flH : Hd :: Eo : cf. 

Donc enfin, EO : OF :: AH : HB. 

On démontrerait de même que HO : OG :: BF : FC. 

G)ROLLA»z {fig. 22). Les proportions (i) et (2) démontrent 
que si les points H, F, G, E, sont les milieux des côtés du qua- 
drilatëre ABCD, le point O sera le milieu des droites GH , EF. 

\\ est d'ailleurs facile de s'en assurer directement; car , menez 
EG, GF,FH,HE, AC,DBj les droites £G, UF, parallèles à AC, 
seront parallèles entre elles, ainsi que les droites EH, GF, toutes 
deux parallèles à DB; donc la figure EGFH sera' un parallélo- 
gramme , et par conséquent les diagonales GH , EF, se couperont 
mutuellement en deux parties égales. 

25. TnioRiia (^. 22). Dans tout quadrilatère ^ la droite 
gui joint. lès milieux des deux diagonales j et les deux droites 
qui joignent les milieux des côtés opposés ^ se coupent en un 
même, point qui est le milieu de ces trois lignes. 

Soit ABGD un quadrilatère. Par les milieux I , K, des diago- 
nales AC, BD, menée la droite IK, et tirez une droite par les 
milieux £, F, des côtés opposés AD, BG^ les deux droites 
EF, IK, se couperont en deux parties égales. En effet, tirez 
les droites £1, IF, FK, EK; la figure EIFK sera un paral- 
lélogramme, car les côtés £1, RF, parallèles à DG, sont pa- 
rallèles entre eux, ainsi que les côtés IF , ER, tous deux paral- 
lèles à AB. Le point O est donc le milieu des droites EF, IR; 
or nous a^ons tu (n® 24, Corol.) que les droites EF, GH, se 
coupent mutuellement eu deux parties égales ; les droites IR , 
GH| passent donc par le milifiu de EF ^ ce qui démontre le pria** 
cipe énoncé* 
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26. TnàontjtiR {/ig' 22.). Dans tout quadrilatère j la somme 
des quarrés des deux diagonales eai double de la somme des quar^ 
rés des deux droites qui joignent les m.ilieuxides êbtàs opposés* 

Soient, H, F^ G, E, les milieux des côtés du quadrilatère 
ABCD; joignez ces points par des droites ; la figure HFGE sera 
un parallélogramme^ et l'on aura AG = 2G£, BD = 2GF. 

Mais le théorème du n*^ 23 donne 

4 GÊ+ 4 GF = 2(gH V Et'). 
D'ailleurs, 4GÊ+4GF W(aGE)« + (2GF)* = AC + bS^* 
Donc , ÂC + ^p = 2(gH *+ W\ 

27. THEOBiKE (^. 23). Lorsqu^un quadrilatère est inscrit 
dans un- cercle j le rectangle des deux diagonales est égal à la 
somme des deux rectangles des côtés opposés. 

Soit ABCD le quadrilatère inscrit; menez la droite CG, soqs 
Vangle DCG=^BCA> les angles DCA, BCG, seront égaux; d'ail- 
leurs l'angle CAD = CBD ; les triangles ACD , BCG, sont donc 
équiangles et semblables. On a donc 

BC :BG :: AC: AD, d'où (O... ACxBGp=;ADxBC. 

Les triangles GCD , BCA , étant équiangles, et par oonséquent 
semblables , on a 

CD:GD::AC:AÔ; d'où (a)... ACxGDœABxCD. 

Ajoutant les équations (1) çt (2) membre à membre, il Tient 

AC X BD = AD X BC + AB X CD. 
Ce qui démontre le principe énoncé. 

7&, TnioB^iE {Jig, 24)* Tout quadrilatère , dans lequel la 
somme de deux côtés opposés est égale à la somme des deux aw 
tresi côtés j est eirconscriptible au cercle. 

Soit ABCD le quadrilatère donné , et supposons qu'on ait 

CD + AB = BC + AD. 

On peut toujours décrire un cercle tangent aux trois oôtéf AB, 
AD, BC; à cet eifet, il suffît de diviser les angles A, B^ en 
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cleax parités é«;ales par les droiîos AO , BO; le point O d'inter- 
section de ces deux droites est le centre du cercle demandé, car 
les perpendiculaires OE, OH , OF, sont évidemment égales. 

La question se réduit donc à démontrer que la perpendicu- 
laire OG au quatrième c6té CD, est égale a OH. 

On a , par hypothèse , CD + AB = BC + AD, 
et il résulte de la cocj&lruction que AE = AH, BE =:BF • 

On en déduit 

CD+AB — AE = BC-f-AD^AH, CD + BE = BC + DH, 
CD = DH+BC — BE = DH+BC — BF = DH-f-CF. 

Or, CD=DG-fGC; donc (i). . . DH -f-CEzsDG + GC. 

Dans les triangles rectangles OHD , OFC, les côtés OH, OF, 
étant égaux, on a 

ÔD — MtLoC — CF; d'où OD ~'ÔC='dH -."cf! 
Les triangles rectangles OGD, OGC, ayant le C(>té OG com- 
mun , donnent OD *— OC = DG — GC ' 

Donc DH*— CF = DG — GC' ou 

(DH + CF) (DH — CF) = (DG + CC) (DG — GC). 

Or, (i)... DH-f CF = DG + GC; 

donc (2)... DH — CF = DG— GC. 

Ajoutant les équations (i) et (2), il vient DH = DG. 
Les triangles rectangles DOH, DOG, sont donc égaux ^ 
on a donc OG s?s OIL Ce qui démontre le théorème énoncé. 
La réciproque eut vraie, 

29. TnéoRÈBCS (fig. 25 , i^fi SoU ABCD un quadrilatère; si 
ï^andierit quatre cercles ^ de manière que chacun d^eux soit tan^ 
geni intérieurement à trois côtés du quadrilatère j les centres de 
c^ quatre ceroleê seront sur une mim^ circonférence. 

En effet, tire» des droites AF, BF, CH, DH, (Jlg. 26, i»), qui 
divisent les angles A, B^ C, D, en deux parties égales, elles se 
couperont respectivement en quatre points F, G, H, E^ qui 
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seront les centres des quatre cercles tangcus întérîewremnnt k 
trois C(\tés du quadrilatère. 

Il s'agit de prouver que ces quatre points sont sur une même 
circonférence. Cela fevîent k démontrer que le quadrilatère 
EFGH est înscriptlhle dans un cercle; c'est-à-dire que la 
somme de deux de ses angles intérieurs opposes est égale à 
deux angles droits. Or, on a (^g, nS, i"*), 

angU AED = 200"— ;- A — J D = HEF, 
angle BGC = aoo* — i B — i C = HGF. 

Donc, HEF + HGF =400*»— i (A + B + C + D) =200». 

Ce qui démontre la propriété énoncée. 

Remarque {fig» 26, 2®). Si l'on prolonge indéfiniment les 
quatre côtia d'un quadrilatère ABCD j et si l'on décrit quatre 
cercles de manière que chacun d^eux soit tangent extérieurement 
à l'un des côtés du quadrilatère et aux prolongemens de deux 
autres côtés j les centres £^ F^ Qtj H^ de ces quatre cercles seront 
pareillement sur une circonférence. Pour démontrer cette pro- 
priété , il $u£Qt de remplacer les angles intérieurs A, B^ C, D, du 
quadrilatère ABCD, par leurs supplémens. 

PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE. 

§ II. Construction de Lignes proportionnelles et de 

Rectangles. 

3o. Problème (^^«26). Construire une quatrième propor^ 
tienne lie géométrique à trois lignes données j ^j^^y* 

Sur deux droites indéfinies , MË , MF , qui font entre elles un 
angle quelconque, prenez des parties MA == «, MB= C, MC =y ; 
tirez ABy et conduisez une parallèle CD à AB. La longueur MD 
sera la ligne cherchée, car les triangles semblables MAB, MCD, 

donnent, MA : MB :: MC ! MD, ou « : C :: y : MD. 

Remarque. Ijorsqu'on veut troupe r deux lignes proportion-^ 
nelles à deux lignes données, ce , f , on prend'^lfbitrairement 






DE GÉOMÉTRIE. 17 

k longueur y, la constrttclîoii prééédente détermine la valieur 
correspondante de MD ; ^'et MD sont les lignes deinamiées* 

3i. PaoBiâèiCB (7^*2f )• Construire une mcyifmie. proportion'^ 
nêlle géométrique entre deux lignes données, a j f.""- 

Tirez une droite CD; prenez des parties^ PA ==>, PBaBc^; 
sur AB comme diamètre décriTes une demi-circonférence y et '^ 
menez une perpendiculaire PN à CD. La partie P£ de cette per- 
pendiculaire comprise dans le demi-cercle, sera la ligne deman- 
dée ; car en tirant les cordes AE , BE , les triangles rectangles 
semblables, APE, £PB, donnent 

PA : PE :: pe : pb, ou * : pe :: pè : c. 

32. Problàhb ifig» 28). Connaissant la différence ^ de la 
diagonale au côU d'un quarré , construire ce quarré. 

Faites un quarré quelconque ABCD ; menez la diagonale AC ; 
prenez AF = ^, Œ=GD; tirez DE , et menez FG parallèle 
à DE. Je dis que AG sera le côté'du quarré demandé; en effet, 
sur AG, comme côté, construisez le quarré AGHM; les trian- 
gles semblables CDE, HGF, donneront CD : CE :: HG : HF, 
Mais, CE= CD; donc HF = HG. -r 

On en déduit, AH — HG = AH — HF = AF = /^ 
Le quarré AGHM jouit donc de la propriété demandée. ^^ 

33. PROBLiaOB (y^. 29). Construire un quarré qui soit équfW 
paient à nfois un quarré donné m\ 

Le côté inconnu x du quarré demandé pouyant étrç consi- 
déré conune une moyenne géométrique entre tf et not, on pren- 
dra sur une droite indéfinie MW , deux parties PA=fle, PC=n<t'; 
sur AC comme diamètre, on décrira une demi-circonférence, et 
l'on tirera une perpendiculaire PG à MN; la droite PF sera le* 
côté du quarré cherché, car le triangle rectangle AFC donne 

PF = PA X PC = « X /i* = nct\ 

34* PaOBLÈBiB {fig, 3o). Construire un rectangle dont la sur-- 
face soit équivalente à un quarré donné c^ j et tel, que la 
somme ou la différence de deux côtés adjacens soit ^ale à une 
ligne connue 2/L ^ 

Géométrie, 2 
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Prenez AG = al ; sur AC comme diamètre , décri? et une 
circoaférence; menez CD perpendiculaire à CA, et prenez 
-CT =2 c. Cela posé : 

i^. Si la somme des côtés adjacens du rectangle doit être égale 
i alf tirez TF parallèle à CA, et FP perpendiculaire à GA. Je 
dis que AP et CP seront les côtés du rectangle demandé ; car 

AP + CP = AC = a/, etPona APxCP = FP==CT = cS 

Remarque. Pour que cette construction réussisse, et que par 
conséquent le problème soit possible^ il faut et il suffit que la 
droite TF rencontre la circonférence décrite avec le rayon 
OA= 0C= /;ce qui exige que GT^ou c^ne soit pas plus grand 
que { AC ou que /. II faut donc que c = /, ou que c ^ /. 

Quand on ne donne que le périmètre /^l du rectangle, sa sur- 
fa'ce c* peut varier y mais la plus grande valeur de cette surface, 
G^est'à-<lire son maximum^ est l* , c'est-à-dire le quarré cens* 
truit sur le quart du périmètre. 

11 en résulte que le plus grand de tous les rectangles de même 
périmètre est le quarré. 

On peut le démontrer directement; car le périmètre étant 4^, 
si Vun des côtés du rectangle est / + x, le côté adjacent sera 

rx ; la surface de ce rectangle sera (/ H- ^) X (^ — x) ou 
- x^ , et le maximum de cette surface a lieu quand a; =s: o , 
c'est-à-dire quand les côtés du rectangle sont égaux. 

Lorsqu'on ne donne que la surface c* du rectangle , le péri- 
mètre 4^ de ce rectangle est variable; mais le minimum de ^l 
est 4^ 9 et le rectangle devient un quarré. 

Ainsi, de tous les rectangUs de même surf ace j celui qui a le 
plus petit périmètre est le quarré, 

a®. Si la différence des côtés adjacens du rectangle doit être txl^ 
tirez la droite TOB. Je dis que TB et TK seront les côtés ad- 
jacens du rectangle cherché ; car TB — TK = BK = 2/ , et TC 
étant une tangente au cercle OC , on sait que 

TB : TC :: TC : tk ; d'où tb x tk=: tc= c\ 

Ce problème est toujours possible. 
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35. PnoBLènE {fig. 3i ). Trois droitêê MN ^ PQ, RS, â# cou- 
pani deux à deux en \^B,Cj construire un quarré qui ait deux 
sommets surlâSj et dont les deux autres sommets soient respec^ 
tipement sur VQ et "RS. 

G>a8truises sar BC le quarré BGKD ; tirez la droite AD qui 
coupera BG en £ ; menez £F perpendiculaire sur BG, Je dis 
que EF sera le coté du quarré clierclié ; c'est-à-dire que si Ton 
mène FG perpendiculaire à EF , on aura FG z= £F. En effet, 
les perpendiculaires FG, BC, à EF, sont parallèles, et les per- 
pendiculaires EF, DB, à BG, sont aussi parallèles-, donc 

fg:bc::af:ab::ef:db. Or, bc=db; doncFG=EF. 

Si Von construit sur BG un autre quarré BGK'iy, et si Ton tire 
par les points D', A, une droite qui rencontre MNen E', la per- 
pendiculaire E'F à MN sera le côté d^un deuxième qnarré 
E'FG'H' qui satisfera à la question. On le démontrerait par 
des raisonnemens analogues aux précédens. 

« 

§ III. Constructions de droites assujetties à des condi^ 

tions dowiées. 

• 

36. PaoBLÀMB. Mener une tangente commune à deux cercles. 

Soit T^ la tangente demandée qui touche les cercles GD, cdk 
{Jlg. 3a) aux points T, /, et dont le prolongement rencontre 
en B la droite MN menée par les centres, C^ c. Si le point B 
était connu , la question serait ramenée à conduire par ce point 
une tangente à Pun des cercles , celte droite serait tangente 
à l'autre cercle. Il suiEt donc de déterminer la distance GB. 
Pour y parvenir, on tire une parallèle cp à BT; les rayons 
CT , et y étant perpendiculaires à la tangente BT, sont paral- 
lèles , et les triangles semblables Cpc , GTB , donnent 

Cp : CT :: Ce :gb, ou (i). . . ct — c/ : gt :: Cc : cb. 

Or , on connaît les rayons CT , c/, et la distance Cc des centres; 
la proportion (i) déterminera donc CB. 

Menant par le point B deux tangentes BT , BT, à l'un des 
cerdes, elles seront tangentes à l'autre cercle. 

2.. 
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RfMABQVk. La proportion qui donne GB^ exprime seulement 
que les rayons CT , et, sont parallèles. Par conséquent , si l'on 
tire une droite par les extrémités D, d, de deux rayons parallèles 
quelconques CD , cd, situés d'un même côté de MN, cette droite 
rencontrera MN au même point que la tangente commune aux 
deux cercles {*), Ce qui fournit un moyen très simple de cons- 
truire le point B. 

Il est facile de voir qu'on peut encore mener deux autres tan- 
gentes communes TB'^, TSi, {fig, 33)', aux cercles donnés. 
Pour trouver le point B' où la tangente Tt coupe la droite Ce 
qui joint les centres C, c, on tirera la droite CTA, et l'on con- 
duira une parallèle c£ à ^T; les triangles semblables Cpc, CTB' 
donneront 

Cp : CT :: Cc : CB', ou cr+ct: ct :: Cc : cb'. 

'Cette dernière proportion déterminera l'inconnue CB^. 

On Terra ; par des raison nemens analogues à ceux de la re- 
marque précédente , que pour construire le point B', il suffît 
de tirer une droite Dd, par les extrémités D, d, de deux rayons 
parallèles quelconques CD, cd, situés de part et d'autre de MN ; 
cette droite rencontrera MN au point B' cherché ^ et en tirant 
par ce point deux tangentes Tt, T!i , à l'un des cercles, elles 
seront tangentes à l'autre cercle. 

Cela posé : lorsque les cercles sont extérieurs l'un & l'autre et 
n'ont aucun point commun , les constructions précédentes dé- 
terminent les quatre tangentes communes que l'on peut mener 
il ces deux cercles. 

Si l'on conçoit ensuite que les cercles se meuyent de ma- 
nière que leurs centres, c , C, se rapprochent, les cercles de- 
viendront tangens extérieurement , et les deux tangentes TB'^, 
T^BY, se réuniront en une seule; ensuite, les cercles se cou* 

(^) On peut d'ailleurs s'en assurer, car en tirant la parallèle cq à BD , les 
triangles semblables Gçc , GDB , donnent 

c^: CD :: Ce :CB, ou (a)... CD— cd: cd::Cc:cb, 

^t les proportions (i), (i), fonmissent évidemment la même T&lear de CB. 
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pant, îl n'existera plus que deux tangentes communes; fei 
centres continuant à se rapprocher, les cercles deviendront 
tangens intérieurement , et les deux tangentes précédentes se 
confondront ; enfin , quand les cercles seront l'un dans l'autrey 
ils n'auront plus de tangente commune. 

37. Pboblàme i^fig* 34)* ^^^ ^'^ droite MN ^ mener une 
perpendiculaire SS telle j que la différence des quarrés des die^ 
tances de l'un de ses points aux extrémités M etl^j soit égale à 
un quarré connu t*. 

Soit P le point de SS' qui jouit de la propriété demandée; si 
l'on tire les droites PM, PN, et si l'on suppose PM ^ PN , on 

devra avoir, PM— PN*= /». 

Or, PmV=MQ + FQ* PnWnQ + PQ*; 

on en déduit , PM — M? = QM — QN * 

Cette dernière égalité ne contenant pas la distance PQ du 
point P à la droite MN , il en résulte que si l'on détermine le 

pied Q de la perpendiculaire SS^ k MN', de manière que 

• — •» 

MQ — NQ = i^, tous les poimts de cette perpendiculaire 

jouiront de la propriété demandée. 

La question est donc réduite à déterminer sur la droite don-* 

née MN^ un poinl Q tel que Von ait 

(i)... MQ — NQ = ^. 
Or,*MQ-NQ={MQ+NQ) (MQ— NQ)=MNX(MQ— NQ). 
D'ailleurs, en prenant lé milieu F de MN, on a 
MQ = MF + FQ, NQ = NF — rQ = MF — FQ; d'pà 

MQ — NQ=:2FQ. 
La relation (i) se réduit donc à 

MNX2FQ = /*; d'où aMN:/:/:FQ. 

La distance inconnue FQ est donc une troisième proportion* 
neHe géométrique aux deux lignes^ connues aJMN; /i 



/ 
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Suivant que la valeur -jçr^ de FQ est inférieure, égale ou 
supérieure à ^ MN, on en déduit J" -^ MN, ou /'ss MN , ou 

Réciproquement j selon qu'on a 1^ < MN , ou ^ = MN , ou 
^>»MNy on peut en conclure que là. valeur de FQ est infé- 
rieure, égale ou supérieure à i MN ; de sorte que le point cher- 
ché Q tomhc entre F et N , ou en N , ou sur le prolongement 
NH de MN. 

. On peut encore construire la perpendiculaire demandée, de 
cette autre manière : prenez MA = ^; menez AD perpendicu- 
laire à MN , et portez sur AD une partie AC telle que les arcs 
décrits des points M, N, comme centres avec les rayons MC, CA, 
se coupent en un ppint P-^ la perpendiculaire PQ à MN, jouira 
de la propriété demandée*, car, d'après la construction, on a 



MP = MC, NP = CA, PM— PN=CM— CA=MA=^. 

38. PflOBLïnMX (fig» 35). Connaissant deux points Ayl^^étu9te 
droite GH^ tirer detut^rBitea AC^ BG^ qui se coupent sur GH^ de 
manière que l* angle ACG = BCH. 

Menez BF perpendiculaire sur GH; prenez DE = DB; tirez 
A£j le point C,oii AE coupe GH, jouit de la propriété deman- 
dée. En effet, si l'on mène BG, les triangles rectangles CDB, 
CDE, seront égaux ; les angles BCH , ËCH, seront donc égaux. 
Mais, l'angle ECH =: ACG;, donc l'angle ACG = BCH. 

3^ PfiiotoLÀafE ^fig. 35 ). Etant donnes deux points B^N^ dans 
un artgle connu HMT^ mener par ces points des lignes BC, NQ^ 
telles j qu'en tirant la divite CQ^ les angles BCH^ QCM^ soient 
égaux entré èztXj ^insi que les Angles (X^JSL ^ ]\QT. 

Menez BF et NK respectivement perpendiculaires sur HM et 
MTj prenez DE = DB, RP = RN; la droite EP coupera les 
côtés de l'angle donné en C et Q. Les lignes BC, CQ, NQ, satis- 
feront aux OOtaditiôn» du proMètnev en effet » les tritfngles rec- 
taDgles9DG,£DC, aont ^un; dottc langle BCHTzECHa^QCM. 
On prouverait dé tnéme que les angles CQM, NQT, sont ^u&. 
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RsMARQUX. Les deux questions précédentes servent de fonde- 
ment à la théorie du Jeu de billard £n effet, on a reconnu par 
Texpérieuce qu'une biùU qui vient frapper une bande de billard 
sous un certain angle y s'en éloigne ensuite sous le même angle ; 
une bille qui , partant du point B (Jlg. 35), frapperait la bande 
MH en G y rencontrerait donc une bille placée en A ; car elle 
suivrait la route BCA , pour laquelle l'angle BCQ dUncJdence 
est égal à l'angle MCQ de réflexion. 

On verra de même qu'en regardant MH et MT comme les 
bandes d'un billard, une bille qui, partant du point B, frap» 
peraît la ]>ande MH en G, suivrait la n)ute BGAQN ; elle rext^ 
contrerait donc une bille placée en "N^ 

4o. PROBLii&£ (Jig' 36 ). Par un point Mjdonné Iiorsde f angle 
connu BAG^ méfier une droite iVlN ^ de rftanière que les parties 
MNj MP^ soient entre elles dans le rapport de deux lignes don^ 
nées, mj n. 

Tirez la droite AM , et prenez sur cette droite un point D 
tel, que vous ayez, m\ n \\ MA \ MD. Menez DP parallèle à AB; 
la droite MFN jouira de la propriété demandée. En effet, DP 
étant parallèle à AB, on a MN : MP :: MA :1VID. 

Mais, MA : MD :: m : ra ; donc, MN : MP :: min. 

4i. pROBLisiE (y?^. 37 ). Par un point Mj pris Iiors de tangte 
6AG j mener une droite MN telle ^ que le recfangle MN xTfflP 
des parties MN^ MP^ soit équipaient au quatre donné i^, ^ 

Tirez MS perpendiculaire à AG , et prenez sur MS une partie 
MQ telle, que vous ayez 

MR:J^::l^:MQ; d'où mrxmq = /*. 

Sur MQ comme diamètre , décrivez une circonférence qui 
coupera AB en N et N'j les droites MN, MN', résoudront égale» 
ment la question; car en tirant la corde NQ, les triangles rec- 
tangles MfiP, MNQ/ étant semblables, on a 

MR:MN::MP:MQ; d'où MNXMP = MRxMQ«s;«; 

■ 

€t l'on prouverait de ittéme que ,MN' X MF ssz f^. 
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Lorsque la circonCérenoe décrite tar MQ oomme 
coupe AB en deux points N » "N', le problème admet deux so- 
lutions; quand cette circonférence n'a qu'un point commun 
avec AB, il n'y a qu'une solution ; enfin , lorsque la ciroonfë- 
rence ne rencontre pas AB, le problème est impossible. 

42. PaoBLfjfE {fig* 38). Dans un angle connu HBK^ inscrire 
une droite PQ égale à une ligne donnée Mjde manière que Sangle 
PQB soit égal à un angle donné ê". 

Par un point quelconque G de BR , menex une droite CD 
sous l'angle BCD=^; prenes CS=:ce, et tirez SP parall^ à 
€B; la parallèle PQ à DC, sera la ligne demandée, car 

l'angle PQB = DCB = ^, et PQ = SC = •. 

Cette construction donne le mojen ^inscrire dans un ctngle 
donné une perpendiculaire à un des côtés de l^angle, qui goii 
égale à une ligne donnée j car il suffît de supposer que ^ est un 
^ngle droit. 

43. PB0BL.i:ii£ {fig- 39). Par un pointM^^pris sur la droite AE 
qui diçise Sangle BAC en deux parties égales j rruner une droite 
de manière que la partie de cette droite comprise dans l^an^ 
donné BAC soit la plus petite possible. 

La perpendiculaire S'x' à AR , menée par le point M', jouit 
de la propriété demandée. Pour le démontrer , il s'agit de faire 
Toir qu'en tirant par le point M une oblique quelconque S;r, 
onauraN'F<NP. 

Si l'on mène Ar perpendiculaire à Sx , et N'Q parallèle à AC, 
on aura 
surface AJNP = i Ar X NP , surface AN'P' = i AM X N'F , 

surface ANP = AN'MP + MN'Q + QNN' , 
surface ANTP' = AN'MP + MPF. 

D'ailleurs, les triangles, AMN^ AMP', étant égaux > comme 
ayant un côté commun adjacent à deux angles égaux, on a 
M5J'=MF. 

Les triangles MN'Q, MPP', sont donc égaux, comme ayant un 
côté égal adjacent à deux angles égaux. Par conséquent, 
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sarfacé ANP = AN'P' + QNIf , et surface ANP > AN'P' ; 

donc Ar X NP > AM X NTP'. 

Or , la perpendiculaire Ar à Sx, est plus courte que Foblique 
AM; il faut donc que NP > NT'. 
La ligne NT' résout donc le problème. 

i'* Remarque. Ij€ triangle ANT' est le plus petit de tous les 
triangles déterminés par les droites menées par 2e point M de la 
droite AR; car tout autre triangle ANP serait plus grand que 
AN'F, de la quantité QNN'. 

2* RsBCABQUE. L'inégalité, sur/ace AN'F< ANP, exige seule- 
ment que les triangles MQN', MPF, soient égaux; or, pour que 
ces triangles soient égaux, il suffit que MN' = MP^ Par consé- 
quent, si par un point M^ pris arbitrairement dans l'angle 
donné BAC {ce point n'est pas assujetti à se trouver sur la ligne 
qui divise Vangle BAC en deux parties égales) , on mène une 
droite Sx telle j que les parties MN'^ MP'^ de cette droite com- 
prises dans V angle BAC soient égales entre elles (*) , la surface 
du triangle AN'K sera plus petite que celle de toi^t autre 
triangle ANP^ dont la base NP passerait par le même point M. 

44* PsoBLiME {fg. 3q ). Par un point M^ pris sur la droite 
AR qui diçise l* angle BAC en deux parties égales^ merur une 
droite Sx de manière que la partie W? comprise dans t^ angle BAC 
soit égale à une ligne donnée h 

Sur la droite D^=^ (Jig. 4o), décrivez xm segment DGj^, ca- 
pable de Sangle donné BAC; prenez le milieu F de l'arc DF^; 
lirez la droite Fj'; construisez un rectangle HIKL {fig, 4i) 
équivalent au quarré fait sur F^ , et tel que tous ayez HI — IK 
= AM (n**34, 2**); du point F comme centre, avec le rayon HI, 

(*) Pour tirer par le point M une droite N'P telle qae MN'= MF', con- 
duisez par ce point, la parallèle ME à CA ; prenez EN' s: EA ; la droite &xf 
menée par les points , 1^\ M , jouira de la propriété demandée; car ME étant 
parallèle à P A , on a 

MF : MN' :: EA : EN'; or, EN'= EA ; donc MN' « MF. 
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décrives Tare rp\ cet arc coapera l'arc OGj^- ea un point G; 
tirez GD, et prenez AX = GD. 

La droite Sx, menée par les points N, M^ jouira de la 
propriété demandée. En effet, tirez GF et G^; les angles FG^,. 
D^F, sont ^aux , car ils ont pour mesure les moitiés des arcs 
égaux Y y ^ DF; les triangles GFr, OF^', ont donc un angle égal 
et un angle commun; ils sont donc semblables; on a donc 

GF : Yy :: Fj. : FO; d'où gf x fo = FyT* 

Or, fJ*= HTKL = HI X ÏK ; 

donc GFxFO = HIXlK. Or, GF = HI; donc FO = IK. 
On en déduit, GO = GF — FO = HI — IK = AM. 

Mais, AN = GD, AM — GO, et les angles NAM, DGO, sont 
égaux; les triangles MAM, DGO, sont donc égaux; les angles 
ANP, GDj^, sont donc égaux. Or , les angles NAP, DG^/sdnt 
égaux par construction; les trîangles AÎ^P, GDj', sont donc 
égaux y donc enfin , NP = \^y = /. 

L'arc 777, décrit de F comme centre avec le rayon HI, coupe 
Tare DGj' en un second point G' qui fournit une seconde solu- 
tion du problème. 

Pour obtenir cette nouvelle solution , il suffit de conduire par 
le point donné M [fi^. Sg), une droite P'N' perpendiculaire sor 
AR, et de prendre N'p s= P'P ; la droite pn , menée par les points 
p, M , résout le prob^è|4ie. En effet , les triangles MN'p , MPT, 
sont égaux comm^-ii»v^]t' un angle égal compris entre côtés 
égaux; donc M/ïz^JbF, et l'angle MpW = MP/i ; d'aillear» 
l'angle]yM/> = TiMP; les triangles M/}N, MPti, sont donc égaux ^ 
doncMN = M7i. Or, MP = My?; donc n/> = NP = ^. 

Remarque. La perpendiculaire P'N' à AM étant la plus courte 
de toutes les lignes qui , passant par le point M , sont inscrites 
dans raji^çâ^lil^^tlnP 4^) > ^1^ ^^ lignes pouvant croître indéfi- 
niment , il w^^^e que, selon que i sera plus grand que FIT 
0Mségal à P']v,"<Kâi^oindre que P'N', le problème admettra deux 
$.ol|itions, ou une seule solution; ou sera imjixr^jîble. 
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45. PaoBLiME {^flg. 4^). Par un point donné M^ nuimrune 
droite UlU , qu9 la partie de cette droite comprise entre deux 
parallèles connues CB> PQ^ soit égale à une ligne donnée t. 

tTanpointiiuelconqae V dePQ,ooiiutiecenire) âTeclerâyon/, 
dccrÎYes un arc qui coupera G6 en G et H^ tirez les droites YG^ 
VH; les parallèles FE, ST, à ces droites, menées par le point M , 
résoudront le problème; car les parallèles comprises entre pa- 
rallèles étant égales , 00 aura 

FE=VGr=^et ST = VH = A 

Bemabque. La perpendiculaire VA à BG, étant là plus courte 
distance des paralleleis ÇB, PQ, il en résulte que, suivant que 
la ligne donnée /"sera fiiiis grande que VR , ou égale à VR, ou 
plus petite que VR , le pr^lème admettra deux solutions , ou 
une seule solution , ou séjra impossible. La position du poiat 
donné M est d'ailleurs arbitraire. 

46b PaoKiiME (/%% 4^}* -^^ unpointM^pris dans l'tUÊgie hkC, 
tnmner U¥ie sécante ST telle j que là somme des segmens AF, AG^ 
soit égale à une ligne*donnée é"^ ' '^• 

Menea MD etME respectivement parallèles aux câtés GA^ 
BA, de l'angle donné ; coixstruisez'tiiRi.rettancleHIRL (fig-ii ) 
équivalent au rectangle de&iignes^M) , AE , et tel que 

HI + IK= ^— (iU) 4. AE;>^^i[^'» J34, 1*»); vous aurez 

HIX1K = ADXAE=;MEXMD. 

Preses DFssHI.; la droite ST , lueùée par les points conaiu 
F^ M , sera la sécante demandée. En effet , MD et ME étant rei* 
pectivement parallèles aux droites GA, BA, les triangles FDM, 
MEG , sont semblablesî on a donc 

DF : MD :: me : jeg; d'où de x eg=me x md. 

Mais, MEX MD = HI X IK et DF=HI ; donc 

DFxEG=«HIXlK = DFxlKs àWa EG = 1K. 
On en déduit, DF + £G = HI + IR= «T— (AD + AE), 

et (DF + AD)4-<EG-f AE)»:/^ ou AF + AGa/. 
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La sécante ST résout donc le problème. 

Si l'on prend DF^=IK {fig. 43 et 40, la sécante ST, meirae^ 
parles points F'^ IVf , résoudra également le problème. En effet, les 
triangles semblables F'DM, MEG', donnent DF' :DM : : £M : EG'. 

On en déduit, DF X EG' = DM X EM = 1H X HL 

Or ^ par construction, DF' = IK; donc EG' = IH. 

Il en résulte, EG' + DF = IH + IK = iT — (AD + AE) ,. 
(EG'+AE) + (DF + AD)r=cr, ouAG' + AF' = 4^ 

La sécante S'T jouit donc de la propriété demandée» 

BEBiABQVE. La somme ^, des segmens AF, AG, peut croître in- 
déijniment; mais on voit que cette somme a une limite de 
décroissement; il y aura donc des cas dans lesquels le problème 
sera impossible. On en sera averti par l'impossibilité de cons- 
truire le rectangle HIKL {fig, ^i). 

47- PaOBLiiCE (Jlg. 43). Par un point M^ prU dans l'angle 
BAC, mener une sécante ST telle j que la différence AF «^ AG 
des segmens AF^ AG^ soit égale à une ligne connue ^. 

Menez des parallèles MD , ME, à CA et à BA ^ construisez 
(n^ 34) un rectangle HIKL Ç^g, ^i) équiyalent au rectangle 
MDxME, et tel que 

m — IK = <^+MD— ME=i:<^ + AE — AI>. 

Prenez DF = IH; la droite ST , menée par les points F, M, 
sera la sécante demandée. En effet, les triangles semblables 
DMF,EGM, donnent . 

DFXEG=MDXMB. 

Mais, MDXME=IHXIK; 

donc, DFXEG = IHXÏK; er, DF = IH; donc 

EG=:IK, DF — EG = IH — IK=*+AE — Air, 
cr=(AD4-DF)— (EG + AE) = AF — AG. 

La ligne ST est donc la sécante demandée. 
Le problème est toujours possible, car il est évident que I4 
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différence AF — AG peut passer par tous les états de gran- 
deur , depuis Eéro jusqu'à l'infini. 

Cette construction suppose que ^ + A£ ^ AD. 

Si /"+ AE était moindre que AD^ on construirait un rec- 
tangle HIRL {fig, 4') y équivalent au rectangle des lignes MD, 
ME , et tel que l'on eût 

HI — 1K = AD — (J^ + AE). 

Prenant DF ssIK, la droite SX menée par les points F et M 
serait la sécante demandée; car on aurait 

DFXEG = MDXME = IKXIH; or, DF = IK; donc, 

EG = IH, IH — 1K = EG — DF = AD — (^+AE), 

^ = (AD + DF) — (EG + AE) = AF — AG. 

Si /"-H AE était égal à AD, le rectangle HIKL deviendrait 
un quarré, et la construction serait la même. 

SlsMABQUX. Par le point M , on peut mener une autre sécante 
qui jouisse de la propriété demandée. En effet , construisez un 
rectangle HI'KX^ ifig' 40 ' équivalent au rectangle des lignes 
MD , ME , et tel que 

rn — I'K' = ^+ AD — AE, (n» 34, 2«). 

Prenez DF' = l'K', et tirez la droite F'MG' ; vous aurez 

Dr:DM::EM:EG', d'où DF'xEG'=MDxME=rHxl'K'. 

Mais, par construction, DF=I'K'; donc , EG'=rH; donc 

EG' — DF = l'H — l'K' = J^+ AD — AE; d'où 

^=? (EG' -f- AE) — (DF + AD) = AG' — AF'. 

La sécante ST' jouit donc de la propriété demandée. 

48. PBOBLiBCE {fig' 44)* ^^^ ^ sommet A d*un angle donné 
BAC^ tirer une droite AD telle ^ qu*en menant par Vun quelcon- 
que de ses points des droites MP^ MQ^ formant des angles con^ 
nus ùLj C, ai^ec les côtés AGj| AB j ces droites soient dans le rap" 
port constant de deux lignes connues j yj f. 

Par deux points E, F /pris arbitrairement sur les côtés AG, 
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AB , menés des droites ES , FR , qui forment avee AC et AB , les 
angles AES = «, AFR=C; prenesEG = y, FH = /; tirei 
GK et HK respectÎTement parallèles à CA et à BA ; ces lignes 
se couperont en un point K ; la droite A& , îndéGniment pro- 
longée , jouira de la propriété demandée. En effet , menés &L 
et KN respectivement parallèles aux lignes GE, HF; tous aures 

KL=GE=y, KN=liF=^, angU ALK-^zdt y angle Al^H^^Z. 

Par un point quelconque M de AD, menez des parallèles MP, 
MQ, à KL et à KN ; ces parallèles formeront avec AC et AB des 
angles éganx aux angles donnés «, C; et les propriétés des trian- 
gles semblables donneront 

AM : AK :: mp : kl :: mq : kn ; donc 
MP :MQ::kl:kn ;:y:A 

La droite AD jonit donc des propriétés demandées. 

Ce problème est toujours possible , car les droites AB, AC, 
se coupant, les parallèles GK, HK, à ces lignes se coupent né- 
cessairement 

49. Problème (Jig* 17)' Par un point Mj pris sur la circonfé- 
rence MB'iy^ mener une droite MSV d'une grandeur et d'une 
position telles , que les parties SM^ SV^ soient dans le rapport 
connu de a àZj et que le rectangle SM X SV de ces mêmes par- 
ties soit équipaient au quarré donné i'*. 

Menez le diamètre MF' du cercle donné ; prolongez ce dia- 
mètre d'une quantité F'E telle, que tous ayez tf iCllf'M : F^. 
Sur ME comme diamètre , décrivez la circonférence MAXC dont 
le centre est O • cette circonférence sera tangente en M au cercle 
donné (n** i5) , et si vous conduisez par le point M des sécantes 
quelconques MA, MC, MV , vous aurez {remarque du i>® 19) 

B'M : B'A :: d'm : d'c :: sm : sv :: fm : fe :: «e : e. 

Tirez une corde MX 3= 2^", et du point O comme centre, dé- 
crivez une circonférence Str tangente à MX en t\ le point t de 
tangence sera le milieu de MX , et la circonférence Sur coupera 
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la circonférence donnée en tiens points S, S\ Par les poinis M 
et S, menez une droite MS, que vous prolongerez jnsqu*â ce 
qu'elle rencontre la circonférence OE en V; la droite MV 
jouira des propriétés demandées. En efiet , menez par le point S 
une tangente NQ à la circonférence OS, vous aurez 

NQ = MX = 2^, d'oi SQ=:SN==l^, SQxSN = <r\ 

Mais, les cordes MV , NQ, se coupant en S , on a 

SQ : SM :: sv : sn; d'où SQ x sn = sm x sv. 

Donc, SM X SV = ^*. Or , SM : SV :: « : c. 

La droite MV satisfait donc aux conditions du problème. 

On prouverait de même que la droite MS'V', menée par les 
points M, S'y jouit des propriétés demandées. 

5o. Problàbcb {fig- 4^}. Par un point D^ donné dans un 
cercle OS^ mener la plus petite corde possible. 

La perpendiculaire ADB à OD est la corde demandée; car 
en tirant une autre corde CDF , et en menant une per()endi- 
culaire OH à CF, on aura OD > OH ; donc AB < CF. 

5i. PaoBLÀHE (fig, 45). Par un point ^j pris hors du cercle 
OS j mener une sécante de manière que la partie interceptée 
dans le cercle soit égale à une ligne connue ^. 

Dans le cercle OS, inscriTCz une corde AB = ^^ menez OD 
perpendiculaire à AB, et du point O comme centre, arec lo 
rayon OD , décrivez une circonférence DTT' ; les tangentes PC, 
PC, à cette circonférence, seront les sécantes demandées \ car , 
soient T et T' les points de tangence, en tirant les rayons OT, 
OT', on aura 

OT = Or = OD; d'où CE = CE' = AB = i^. 

RsHABQins. La même construction subsisterait, si le point 
donné P était sur la circonférence ou dans le cercle, 

52. PnoBiiiMB (fig. 45)» Par un point Vj donné hors d'un 
Cercle OSj mener une sécante PC qui soit coupée parla circon^ 
férenoe OS en moyenne et extrême raison. 
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G>iiilui8ez la tangente PR au cercle OSj tires une sécante PC 
telle, que CE = PR (n^ 5i); tous aurez 

PC : PR :: pr : pe, ou pc : ce :: ce : pe. 

La sécante PC jouît donc de la propriété demandée. 

53. PaoBLiicE {fig. 46 «^47)* ^^^ ^^* point M^ donné hon 
d'un cercle CA ^ mener une sécante MN telle j que la partie PS , 
interceptée dans le cercle , soit à la partie extérieure PM ^ dans 
le rapport de deux lignes connues ^ «e^ C. 

Décrivez deux circonférences qui se touchent en B , et qui 
soient telles ^ que le rayon C'B de la plus petite soit égal au 
rayon CA du cercle donnée et que toutes les cordes BH^BD^etc. , 
menées par le point B , donnent 

A : c :: be : ed :: bk : kh :: bq : qr (♦). 

Du point G comme centre, avec le rayon C'D=CM, décrivez 
un arc rs\ cet arc coupera la circonférence BDH en D ; tirez la 
droite BD ; du point M comme centre, avec le rayon MN =BD, 
décrivez un arc mn\ cet arc coupera la circonférence donnée 
en deux points N, 1^\ et les droites MN , MN', résoudront éga- 
lement la question. En effet : 

i«. Menez les droites CN, CP, CE; les triangles CNM, 
CBD, sont égaux ; les angles CNM, C'BD, sont donc égaux; or, 
CN =5 C'B ; les triangles isoscèles CNP , CBE , sont donc 
égaux (**); les côtés NP, BE, sont donc égaux. 

Or, NMrsBD; doncPM = ED. 

La proportion, BE : ED :: «: ff, devient PN : PM :: « : ^. 
lia sécante MN jouit donc de la propriété demandée, 
a®. On prouverait de même que la sécante MN' satisfait à la 
question. 



{*) Pour construire ces circonférences , prolongez le diamètre connu BQ 
d'une quantité QR telle, que vous ayez, a\C\\ BQ : QK. La proportion 
du no igdonnera, BE : ED :: BK : KH ;: BQ : QR :: a : C. 

(**) En efikt , Tanglc CNP=CPN=CBE=C'EB ; les angles NCP, BC% 
sont donc égaux; et par conscfquent les triangles ^GP, BCE, sont égaux. 
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54» PaoBLÈm (Jig' 4^)« ConnaUsant un cercle DA^ la sé^ 
cante indéfinie FB^ et un point •'M, de FB^ mener uhe sécante 
P9H telle , que la partie GH comprise dans le cercle soit égale à 
une ligne donnée t'j et que NH =]SM. 

Du point A comme centre, avec le rayon t", décriveE l'arc rs ; 
cet arc coupera la circonférence en £. Par le point M et le mi- 
lieu P de l'arc B£ , menez la droite PH ; du point H comme 
centre^ avec le rayon ^, décrivez l'arc rs\ cet arc coupera la cir- 
conférence en uu point G. Par les points connus U^ G^ tirez la 
droite HN. Je dis que HN sera la sécante demandée. 

Il suffit de prouver que NU = NM; car, par construction , 
GH = J^. 

Les cordes AE y GII étant égales , les arcs qu'elles souten- 
dent sont égaux ; la mesure de l'augle NMH est donc 

i (PB + GH + GA) = i (PE + AE + GA) := i GAEP. 

Mais, { GAP est la n^esure de l'angle NllM. Les angles MMH, 
INHM, sont donc égaux. Les côtés NH, NM, sont donc égaux. 

55. PBOBLiME i^fig» 49)* -^^^ ^^ ^^^ points d* intersection de 
deux circonférences j mener une sécante telle j que la différence 
des cordes qui en résultent dans les deux cercles soit égale à une 
ligne donnée i\ 

Soient KAB et K'AB, les deux circonférences qui se coupent 
en A et B; prenez un point quelconque P sur K'AB; tirez AP^ 
PB, AR ; construisez un triang1eX)£F tel , que sa base DE = ^, 
et que les angles FDE, FED, soient égaux aux angles APR, 
ARP ; prenez une corde AC = FD. 

La droite BG sera la sécante demandée, car en tirant la 
corde AS , vous aurez 

ASC = 2oo<>— ASB = 200» — ARB = ARP= FED, 

ACB=APB, ou ACS=APR = FDE; donc angle CAS=DF£. 

Or , AC=DF; les triangles CSA, DEF, sont donc égaux. 

Donc CS5=DE=^, maïs BC— BS=CS-, donc BC— BS=/. 
Géométrie» 3 
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La différence des cordes BC , BS, est donc effectÎTement ^ale 
il la ligne donnée i". 

56. PROBiiiME {fig. 49 )- ^^'* 2^'^ ^^s pointa d^ intersection de 
deux circonférences^ mener une sécante telle ^ que la sonune des 
cordes qui en résultent dans les deux cercles soit égale à une ligne 
donnée i". 

Supposez que les circonférences se coupent en A et B. 

Prenez deux points quelconques K, K', sur les circonférences; 
tirez les droites KA , RB, K'A , K^B; construisez un triangle DEF 
tel , que vous ayez 

hE = fj angle FDE = AKB, angle FED = AK'B. 

Tirez une corde AM = FD. La droite MN, menée par les points 
M^ B^ sera la sécante demandée. En effet, 

AM = FD, l'angle AMN = AKB = FDE, 

l'angle ANM = AK'B = FED ; d'oiH l'angle MAN = DFE. 

Jjes triangles AMN, FDE, sont donc égaux; 4^^^ 

MN = DE = <r. Or, MB+BN = MN ; donc MB + BN = /. 

5'j. Problème {Jig' 5o). Étant données deux circonfifrences 
concentriques j OAj OCj le diamètre AB et un angle «^ mener 
une sécante MN qui fasse avec AB V angle OMN = «^ «/ dont 
les parties ME.^ MN^ comprises entre le diamètre AB et les cir- 
conférences j soient dans le rapport de deux lignes données^ Ç»y. 

Par le centre O , menez une droite quelconque 0£ *, prenez 
OD de manière que tous ayez 

c : y :: oc : od. 

Sur CD, décrivez un segment DGC capable de l'angle donné 4. 
L'arc DGC coupera la circonférence OA en un point G } tirez 
<jrD , et conduisez OK parallèle à GD ; menez la droite GCn , 
prenez OM == OH , tirez les droites OR, ON , sous les angles 
MOR = HOC, RON = COG; joignez MR et RN; les triangles 
MOR,RON; seront respectivement égaux ^ux triangles HOC, 
COG, comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux. 
Or , GCH étant une ligne droite,. l'angle OCH + OCG = 2oo*} 
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<loiic l'angle ORM + CMRN = aoo®. Donc RN est le prolonge- 
ment de MR* On a donc 

MR = HC, RN~CG, MR+RN = MN, 

MR : RN :: hc : CG :: oc : CD; 
d'où MR : MR + RN :: oc : oc+ cd, 

MR : MN :: oc : od :: c : y. 

D'ailleurs , angle OMR = OHC = CGD = m. 

La sécante MN jouit donc des propriétés demandées. 

58. PaoBiiàMB {fig* 5i ). Dans un triangle ABC^ mener une 
droite MN qui coupe deux côUs AB^ AC^ et le prolongement CE 
du troisième côté , de manière que les parties DM^ DN^ soient 
égales à deux lignes données et^C, 

Menez une droite indéfinie FS ; prenez FG = et, GH = C ; 
sur FH et GH décrivez des segmens FIU, GKH, capables des 
angles connus ABC, ACE; par le point H , tirez HI de manière 
que IK = BC (n« 55) ; prenez BM = IF et BN = IH. 

Je dis que MN sera la droite demandée. En effet, les trian- 
gles MBNy FIH, étant égaux, on a 

MN=î=FH=£=« + ff, et Fangle DNC = GHK. 
Mais, BN = IH et BC = IK ; 

donc BN — BC = IH — IK, ou CN = KH. 

Or, l'angle GKH ^ DCN, et l'angle GHK = DNC. 
Les triangles DCN, GKH, sont donc égaux. Donc, 

DN = GH = ff. Mais,MN = *4-ff; doncMD:ï=flt. 
La droite MN satisfait donc aux conditions du problème. 

§ rV. Constructions de circonférences qui satisfas- 
sent à des conditions données» 

69. ProbiJqce i^g» 17). On propose de décrire une circonfé^ 
rence MB'iy^ qui touche une circonférence donnée MAC j en un 
point donné "M ^ de manière qu'en menant par ce point une se» 
cante quelconque TdAj les cordes MA^ MB', soient dans le rap- 
port de deux lignes connues j ttj C. 

3.. 
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Tirez le diamètre ME do cercle donné; on a tu (n* 19) qae 

MA :MB' :: me :mf. 

Or, ou veut que MA : MB' :: a : Ç\ 

il faut donc qoe « : C :: ME : MF'. 

Le diamètre MF' du cercle demandé est donc une quatrième 
proportionnelle aux trois lignes connues, 4> ^y ME. Portant 
donc sur le diamètre ME, une partie MF', quatrième propor- 
tionnelle aux trois Lignes et , C, ME , la circonférence MBI/ dé- 
crite sur MF' comme diamètre, jouira de la propriété demandée. 

60. PaoBLèMB (Jig. 17). Décrire une circonférence MCA qui 
touche le cercle MD'F'B' au point donné M, de manière çufen 
menant par ce point une sécante quelconque MX ^^ le^s pariiei 
MB'j B'A> soient dans le rapport des lignes données, m ^ Ç. 

Si ME est le diamètre du cercle demandé, on aura 

^^_MB'; J _ MB' _MB'_MF 

C — B'A* "«'+r~MB'"+B'A~ MA ~ ME ' ^^* ^^' 

Le diamètre ME du cercle demandé est donc une quatrième 
proportionnelle aux trois lignes connues, <t', cf'-f C, MF. 

Remarque. La solution de ce problème peut d'ailleurs se dé- 
duire de celle du précédent, car la proportion 

A\C\\ MA :MB', donne et — Crff :: MA — MB' : MB', 

ou tf — C:C :: b'a: mb'. 

61. Problème i^fig- Sa). Par un point donné M j faire passer 
une circonférence tangente à deux droites données j AB^ AG. 

Le centre du cercle demandé doit se trouver sur la droite A£ 
qui divise l'angle BAC en deux parties égales. Tirez AM, et d'un 
point quelcoLK^ue Q de A£, menez QP perpendiculaire sur AB; 
du point Q coinrac centre, avec le rayon QP, décrivez un arc; cet 
arc touchera AB en P , et coupera AM en R; menez MO paral- 
lèle à BQ ) je dis que le point O sera le centre du cercle de- 
mandé. Pour le démontrer, menez OD et OD' respectivement 
perpendiculaires sur AB et AC ; vous aurez OD = OD'. Les 
droites FQ, DO; perpendiculaires à BA; sont parallèles^ mais 
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QR et OM sont aussi parallèles. "Donc, 

OD :QP :: oa : qa :: om : qr. 

Or , QP = QR ; donc OD = OM = OD'. 

La circonférence décrite du point O comme centre, avec le 
rayon OD, passera donc par les points D, M, D^, et sera 
tangente aux droites AB, AC, comme l'exige l'énoncé. 

L'arc décrit du point Q comme centre avec le rayon QP, 
coupant AM en un second point R', si l'on mène MO' parallèle 
k R'Q, le i^int O' sera le centre d'un second cercle qui jouira 
également des propriétés demandées^ 

La question proposée admet donc deux solutions , lorsque le 
point M eat dans l'intérieur de l'angle BAC. 

Si te point donné était sur J'un des côtés AB, AC , en D par 
exemple, AM tomberait sur AB; QR et QE' coïncideraient avec 
QP; MO et MO' tomberaient sur DO , et la circonférence dé- 
crite du point O comme centre, avec le rayon OD, résoudrait 
le prolilcme. 

Enfin, si le point donné était hors de l'angle BAC^ le pro- 
blème serait évidemment impossible. 

6a. ProblÈkb (fig* 53). Décrire un cercle qui soit tangent à 
une droite donnée AB^ et qui passe par deux points donnés M^ N. 

Tirez MN; par le milieuO de MN, menez SD perpendicnlaire 
à MM ; conduisez la droite MD ; le centre du cercle demandé 
serasur àSD; d'un point quelconque Q de SD, menez QP per- 
pendiculaire sur AB, et de œ point comme centre avec le rayon 
QP décrivez un arc; cet arc touchera AB en P , et coupera MD 
en R et R'; tirez QR et QR'; par le point M , menez MO et MO' 
parallèles à RQ et à R'Q; je dis que les points O , O'; seront les 
centres de deux cercles qui satisferont également aux conditions 
du problème. 

Il snflBt de prouver que les perpendiculaires OT , 0'T% 
abaissées des points O ^ O^ sur AB , sont respectivement égales 
iiOMetàO'M. 

Or, les lignes PQ ^ TO , T^O', perpendiculaires à AB , sont 
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parallèles. Donc, 

QP_DQ_QR QP _ DQ _ QR^ 

oT""Do^oM' ^ or "■do'~o'm' 

Mais , QP = QR = QR' ; donc, OT = OM et O'T = CM. 

Il existe donc deux circonférences, mMl^n, m'MNn', qui jouis- 
sent des propriétés demandées. 

63. Problème {^fig* 54). Cormaisacmt une droite A6 et un 
cercle OR , décrire une circonférence qui toucke AB en un point 
donné Mj et qui soit tangente au cercle donné, * 

Menez , par le point M , la per pend icala ire EK à AB ; 
prenez MC = OR ; tirez CO , et menez OD sous Pangle 
GOD = OŒ ; la circonférence MST , décrite du pioiiit D 
comme centre avec le rajon DM, satisfera à la question. En 
effet , les angles COD , OCD , étant égaux , les côtés opposés 
DC, DO, sont égaux. Mais CM = OT; donc DM=DT. La 
circonférence décrite du point O comme centre, avec le rayon 
DM, touchera donc AB en M, et passera par un point T du 
cercle donné. Or , les trois points O , T , D , sont eh ligne 
droite , et la distance OD des centres est égale à la somme des 
rayons; les deux cercles OT , DT, se touchent donc exté- 
rieurement. 

Si l'on voulait que les deux cercles fussent tangens intérieu- 
rement, ou prendrait MC= OR; on joindrait OC\ et Ton mè- 
nerait OD' sous l'angle COD' = OCE ; la circonférence GMK y 
décrite du point jy comme centre avec le rayon D^M . jouirait 
des propriétés demandées. 
. La question proposée admet donc deux solutions. 

64. Phobl^me {fig» 55). Deux cerclée concentriques CF^ CG^ 
étant donnés, décrire une circonférence OM qui soit teUe j. 
que, si aux points M e^ N^ où elle rencontre les circonférences 
données, on mène des tangentes MP^ MQ^ NT^ NR^ ea$x trois 
circonférences j les angles PMQ^ RRT^ soient égaux à des angles 
connus, m, C* 

Par deux points quelconques M, L, des circonférences don- 
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nées y menés des tangentes MP, BR , a ces circonférences y et 
tirez les droites MQ y U, sous des angles FMQ =r «, BLI = C ; 
conduisez MS' et VLH, perpendiculaires aujx. lignes MQ, Ll ; 
inene^ ft la circonférence CF , une sécante ON telle , que tous 
ajee NS = LH et 0N = OM (*). La circonférence NMED, 
décrite du point O comme centre , avec le rayon OM, résou- 
dra le problème. En effet, la droite MQ^ perpendiculaire au 
rayon MO» est tangente à la circonférence OM; l'angle PMQ 
formé par les deux tangentes MF, MQ , est égal à l'angle (lonné «; 
et si, par le point N, on mené les droites NT, NU , tangentes 
aux circonférences CF, ON, l'angle TNR sr^ra égal à l'angle 
donné C, cyr les cordes NS, LH, étant égales, \eé angles TNO, 
HLK, BLV, sont'^aux; leurs complémens TNR, BLI , sont 
donc égaux-, mais^ par construction , l'angle BLI ^=^ C\ donc 
l'avgle TNR := C. La circonférenof NMED satisfait donc à 
tontes les conditions du problème. 

La position dn point M étant arbitraire, on peut assujettir 
la circonférence QN h passer par un point donné deia cir- 
conférence G&. 



65. PBOBLÀitB (y^. 56). Décrire une circonférence telle j que 
les diêlances de l'un quelconque de ées pointe ^ aux extrémités 
ÈLet^ et une droite AB ^ soient dans le rapport de deux lignes 
connues^ etj C, 

Chercbez sur AB an point P tel, que vous ayez PA : PB : : « ! C. 

Le point P appartiendra à U circonférence demandée. 

Frênes deux lignes •', C, qui SQient entre ^lles dans le rap« 
port de • à C, et telles, que vous ayez AB<iiM-C, AB>«' — C. 
Deê points A, B, comme centres, avec les rajons # , C\ dé- 
crives des arcs; ces arcs se couperont nécessairement en un 
point M. Tirez les droites MA, MB, MF; par le point M, 
menés MK.sons l'angle FMK = MPB. La droite MK rencon* 



(*) Gonnaûsant le cercle CF, la sëcante MSK et un point M dft MS', on a 
vu (n* 54) comment on pent mener une sécante ON tcUc, qae la partie NS 
comprise dans Je cercle CF soit ^;ale k la ligne connue LH, eique ON = OM . 
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trera le prolongement BF de AB en un point C , qui sera tel 
que la circonférence PGH^ décrite deC comme centre arec le 
rayon CP, satisfera au problème. 
En effet, par construction, 

MA=«', MB=C', MA : MB :: tt' : c-:: ce : c :: pa : PB. 

Les angles PMA, PMB, sont donc égaux. Mais, 

PM A + PAM = MPB = PMK = PMB + BMC := PM A + BMC 

Les angles PAM, BMC, sont donc égaux; les triangles ACM, 
MCB, sont donc semblables; on a donc 

CB : CM :: CM : CA, ou (i). . . cb : cp :: cp : ca. * 

Cela posé : si d'un point quelconque N, de la circonférence 
CM, on mène les droites NA , NB, NC, on aura CN = CP. 

La proportion (i) devient CB : CN :: CN : CA. 

Les triangles BCN, ACN, ayant un angle ^al compris entre 
cdtés proportionnels, sont semblables et donnent 

(2). . . NA : NB :: CN : cb :: cp : cb. 

La proportion (1) conduit à 

CP : CB :: ca— cp : cp— cb :: ap : pb :: « : c. 

Or, (ay donne CP : CB :: NA : NB. Donc NA : NB :: ^ : C. 
La circonférence CM jouit donc de la prppriété demandée. 

§ V. Constructions de points qui satisfassent* à des 



conditions données. 



I ■ .M. 



66. Problème {Jlg. S'j ). Trouver un point X tel que la somme 
des quarrjês de ses distances à deux points donnés A^ B^ soit 
égale à un quarré donné i^. 

Soit C le milieu de la droite ABj tirez AX, BX et CX \ on a 
vu (n° i) que 

ÂX + BX = 2(CX+ÂC). Or, Ix*+BX = ^; 



•a —a 



donc CX + AC = i^; d'où CX = i^ — AG. 
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Par conséquent, GX est nue quantité constante et ooonue. Tous 
les points de là circonférence décrite du point G comme centre 
avec le rajon CX , jouissent donc de la propriété demandée. 

Pour construire la valeur du rayon GX ^ décriTCz une demi- 
circonférence £DF, de G comme centre avec le rayon GE= î ^; 
tirez la perpendiculaire GD à EF , et sur la droite ED comme 
diamètre 9 décrÎTez une autre demi «circonférence DHE; de £ 
comme centre i avec le rayon EHs AG, décrivez nn arc qui 
coupe cette demJ-cifcopférence en H ^ la corde OH sera la lon- 
gueur dû rayon GX demandé; /car les angles inscrits EDF| EHD^ 
qui s'appuient sar des diamètres, étant droits, on a 

I 

*• s= M^ = M*+ OT = 2DÊ*, DÊ*= \ J^S 

DH = DE — EH = \ l* — rïc = œ! 

Pour que le problème toit possible , il faut et il suffît que l'ex- 

pression DE -»- EH' de GX, ne soit pas négs^tive; c'est-à-dire que 
le diamètre DE, de la demi -circonférence DHE, ne soit pas 
moindre que la oor4^ EH :^ AG que l'on doit inscrire clans cette 
demi-circonférence. 4P 

67. PaoBLiia Xfig* 58). Une circonférence GP et une eé^ 
cante SS' étant données j trouver sur SS' un point Mtelj que la 
tangente MTj au cercle GP^ soit égale à une ligne connue i. 

Sur une tangente quelconque;prenez PQ = ^; tirez GQ , et du 
)>ointGcomme centre, avec le rayon GQ, décriiez une circonfé- 
rence; elle rencontrera la droite SS' en deux points M, M', qui 
jouiront de la propriété demandée ; car , si l'on mène les tan- 
gentes MT, MT, M'/, MY, et les droites GP > GT, CT, G/, 
C^.CMy GM', les triangles rectangles GPQ, GTM, GTM, 
G/M', G/M', seront égaux. 

■ 

68. PnoBLàia ifig* £9). Connaissant un cercle AX^BS j^et une 
corde AB^ trouver sur Varc AGB^ un point D tel, que leii cordes 
DA^DB^ soient dans le rapport des lignes données »j C. 

Déteriùinez sur la corde AB un point E tel , que tous ayez 

EA : ES :: « : c. 
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Prenez le milieu N de Tare ANB; par les poiats N, E, tirez la 
droite NFj qui rencontre Tare ACB en D. Je dis que le point D 
satisfera à la question; car la droite DE divisant. l'^ng'^ ADBeo 
deux parties égales , on a 

DA:DB::EA :eb ::«:C. 

69. PaoBLiscE ifig'Sg), Étant donné un arc AJCB^êi sa 
corcU AB^ trouver sur cet arc un point D , tel j qiiê le reciangie da 
droites DA^ DB^ soit égal à un quàrré-donné S^, .. 

Prenez le milieu C de l'arc ACBj du point C comme x^entre, 

_ • 

décrivez deux circonférences AGF, DKD'> dont Paiie passe 
par les points A, B, et dont l'autre soit tangente ii une cx>rde 
RS =: 2^. Les points D , D', où la circonférence DKE^ coupe 
l'arc ACB', satisfont au problème^ c'est-à-dire qu'en tirant les 
droites DA, DB, D'A, D'B, on aura 

DA X DB =-D'A X D'B = i'K 

En effet, par le point D , menez la tangente FG au cercle DKiy ; 
vous aurez FG = RS = 2(^ , DF :=: DG = S". 

Prolongez AD jusqu'en M; on sait que les cordes AM, FG, 
se coupent au point D , en parties réciproquement prop^tiota- 
■biles, et les droites DM, DB, étant égales (n** 18) ^ vous aurex 

DA X DB = DA X DM = DF X DG = <r*. 

On prouverait de même que D'A X D'B = ^'. 

Ce problème n'est pas toujours possible. En effet, pour que 
les points Dy D^, existent^ il faut que l'on puisse, décrire la 
circonférence DKD% tangente i la corde RS = a^^ ce qui 
exige que la corde RS pe soit pas plus grande que le diamètre 
du cercle GA ; le côté i" du quarré donné , ne doit donc |>as 
être plus grand que la corde CA , qui soutend la moitié de 
Farcdonftié. 

Ainsi , selon que le côté ^ du quarré donné sera plus petit 
que G^, ou égal ii CA., ou plus grand que GA, le problème 
admettra deux solutions, ou une seule solution, ou sera im« 
possible. 

70. Pboblèmx {fig. II). Connaissant les grandeurs et les 
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positions de deux droites qui se coupent^ construire un point tel, 
que les trois droites menées de ce point aux extrémités des Ugnês 
données forment deux angles connus cijQ, 

Sup^k>8ez que BF et BE soient les lignes données. Les 4n»î^^ 
menées du point cherché, aux extrémités B, F, de BF-, devant 
former Pangle m^ si l'on décrit sur BF un segment BàF ca- 
pable de l'angle i , le point demandé sora situé mir l'arc BAF 
qui détermine ce se^aent Par la même raison , al l'on décrit 
sur BE un segment BAE capable de l'angle ^ , le pqint cbercbé 
sera sur P^r^BiàE. Le point demandé sera donc llnterseokiivi A. 
des aros^BAF , BAE « q^i-.déterminent les segmens capables des 
angles d^nés m^ C. Et eil efet , si l'en miné tes droites AF , AB, 
AE, les angles BAF^ BAE^ seront respectiTement égaux aux 
angles donnés « , C. 

71. PROBLiiii (^. 56). Sur une droite donnée 'DE, trouver 
un point dont les distances à deux points connus 'A^ B^ soient 
proportionnèUeê à deux lignes connues j »}C. 

Décrirez une circonférence CM telle , que les distances de 
l'un quelconque de ses points à A et B soient proportionnelles 
aux lignes «, C, (n® 65). Les points M et N , où cette cifoonfê- 
rence coupera la ligne donnée , jouiront de la proprîétfrdeman- 
dée; caronaura^MA : MB :: et :C,etNA :NB :: * \C. 

72. PRQBLiMB {fig. 60). Trouçer un point telj que les droites 
menées de ce point aux sommets des angles d'un triangle donnée 
soient proportionnèUeê aux lignes données j ct^ C^jK 

Décrivez deux ciromférences telles , que les distances dei'tin 
quelconque des points 4e la première aux extréftiités de^B 
soient comme et est ji C, et que les distances de l'un queloon- 
que des points de la seconde aux extrémités de AC soient coltaine 
« est à ^ (n? 65). Les points M , M', d'intersection de ces deux 
circonférences/ satisferont aux conditions du problème ;>àpr, en 
tirant les droites MA, MB, MC, M'A , M'B,*M'C, on aura 

MA:MB::flt:c, MA:MC::*:y; d'où MA:MB:MC::u,:e:y. 

On prôuTcrait de même que M'A : MB ; M'C llttlCly. 
Le problème admet donc généralement deux solutions.. 



• * 
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73. PROBLiiis (^.61). Darhs V intérieur cPwi triàn^^ ABC ^ 
irowfêr Un point tel , que les perpendiculaires ménéme. de ce 
point sur les trois côtés du triangle soient proporiionneUe» 
ttux lignes données a^ C^y» 

Par les points A, B, tirez des droites AK, BE^ telles, que les 
perpendiculaires menées d'un point quelconque Je AK sûr ks 
côCâ AB, AG, 9oient dans le rapport de « à C^ et que les perpen- 
dicuItÛDBS menées de Tun quelconque déi .points de BE sur les 
côtés B4>£C, soient dans le rapport ààmky ip^ 4^» Finter- 
sectioftS^ déi. droites AK, BE, sera le point demandé ; car il ré- 
sulte de la construction , que si Ton mène par le point S les 
droites SF , SH , SD , perpendiculaires sur les côtér AB , AG, 
BG y on aura 

SF : SH :: « : c, et SF : sd :: • : y. 

74« PriOBLiifB (Jig, 61 )# Dans r intérieur d^ un triangle donné, 
trouver un point tel , qu'en menant des droites de ee poini aux 
trois sommets du triangle , les sur/aces des trois triangles par' 
tiels qui en résultent soient proportionnelles aux ligjue données 

f'* Solution. Les surfaces des triangles étant proportion- 
nelles aux produits des bases par les hauteurs « ces produits 
doivent être entre eux comme les lignes »\ C^ y/jj les hau- 
teurs doivent donc être proportionnelles aux droites connues 

"AB"' "aC"' BC~' (*); désignant ces droites par *, ff, >, 

la question sera réduite à trouver un point S tel, que les per^ 
pendicûlaires SFy SH, SDy menées de ce point sur les trois côtés 
du triangle ABC , soient proportionnelles aux lignes connues 
« , Cy y. On déterminera ce point comme dans la question pré- 
cédente. , 

2* Solution. Divisez la base BG en parties BQ, GR, QR, pro- 



(*) Les lignes et, C, y, sont les derniers termes des proportions 

AB:ct'::r:*, AC:C::r:C, BC:/::r:7. 

( r désigne la ligne prise pour unité.) 
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portionndlies aui lignes li^C^ y' \ par les points Q, R, menei 
des parallèles QS, RS, aux droites BA^ CA ; le point S, oii ces 
droites se rencontrent, joaira de la propriété demandée. 
En effet, tirez les droites AQ, AR; tous aurez 

surface ABQ : ACR! ABCxBQcCR :BC::« : r:«'+c'+y. 

Menant les droites SA, SB, SC, les triangles SAC, RAG, se- 
ront équiyalens, comme ayant même base AG et même hauteur. 

Par la même raison, les triangles SAB, QAB, seront équi- 
Talens \ ce qui donnera 

ASB : ASC : ABC : : • : c : / + ^' + y'-, 

d'où ABC— ASB— ASC : ASC :: / + C' + y' — «'— ^ • ^'» 
ou SBC : SAC :: y : C. Mais, SAB : SAC \\J\C. 

lie point s satisfait donc à toutes les conditions du problème. 

On en déduit une solution du problème du n^ ^3 ; car il 
su£5t de prendre le point S de manière que les surfaces des 
triangles SAB , SAC, SBC, soient proportionnelles aux lignes 
«XAB CxAC >XBC 



r r r 



§ VI. Constructions de Triangles. 

^5. PROBLijiB {^fig' 62). Construire un triangle ^ connais^ 
sant deux de ses côtés j Uj h, efi la longueur t" de la dïvite qui 
dlpise en deux parties égales l'angle compris par les côtés j a, b. 

Chercbcz une ligne d telle, que vous ayez, 

(i)... a:a + b::f:d. 

Sur une droite AE = d, formez un triangle isoscèle CAE tel , 
que CA = CE = 6; prolongez EC d'une quantité CB = a , et 
menefc BA; le triangle demandé sera ABC. En effet, dans ce 
triangle, CB=a, CA=&; il suffît donc de prouver que la droite 
CD, qui divise l'angle BCA en deux parties égales, est égale à /• 

Or, l'angle BCA aCEA+CAEssaCEA, l'angle BCAsaBCD; 
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les ailles BCD^CEA, sont doac égaux ^ CD est donc parallèle 
a £A ; on a donc 

BC : BE :: CD : ea; ou (2). ..a: a+* :: co : d. 

Les proportions (i) et (2) prouvent que CD = f. 

76. Pboblème {^' 62). Construire un triangle , connaisêant 
deux de ses côtés j a, b^ et la longueui^j d^dela droite qui^ par- 
tant du sommet de l* angle compris par ces côtés j dipîge le troi» 
sième côté en parties proportionnelles à deux lignes dehnéee m^ C. 
Cherche^ des lignes t'y ^ ^ telles > que tous ayez 

(1).... ff:« ::a icT et (2).., a:a + /:;d:^. 

ÀYee les lignes ^^ ^ , h ^ construisez un triangle CE A tel , que 

CE=J^, EA = <r, CA = i, 

Prolongez £C d'une quantité CB = a , et tirez AB. 
Le triangle CAB résoudra le problème. Pour le démontrer, 
prenez sur AB un point D qui satisfasse à la condition 

(3) .. DA:DB :: «:c. 

La combinaison des proportions (i) et (3) donne , 

DA:DB::<r:a, ou da :db:: ce:cb; 

CD est donc parallèle à £A. Qn a donc 

BG:BE ::CD :EA, ou a:a + J^:: cdiiT. 

Cette dernière proportion, combinée avec la proportion (a), 
donne CD=£{. Mais, CB= a et CA=:&; le triangle CAB sa- 
tisfait donc \ toutes les conditions da problème. 

77. Problème {Jig* 63). Construire un triangle , connais^ 
^nt un angle y^ un côté adjacent^ a^ et la somme S des deux 
autres côtés. 

Faites l'angle PCQ=>^ ; prenez GD=S et CB=a ; tirez DB, 
et menez la droite BA sous l'angle ABD =± ADB. 
Le triangle ÂBC résoudra le problème, c^r 

l'angle ACBs=y^ CB=a, AB + AC=AD4-AC=CD=:& 
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78. PBOBLàMX {fig- 63). Construire un triangle j connaiasani 
un angle y^ tin côté adjacentj Oj et la différence ^ des deux 
autres côtés. 

Faites l'angle QCPs=r y; sur le prolongement de PC , prenez 
CR=^. Prenez GB = a; tirez la droite RB, et menez BA sous 
l'angle ABR=ARB. Je dis que ABG sera le triangle demandé ; car, 

l'angle ACB = y, CB=a^ AB— AG=AR— AG=CR = ir: 

79* PjiOBiiiifB {fig* 64)« Construire un triangle j connaissant 
sa base AB^ ainsi que la somme S* et la différence t^ des 
quarrés des deux castres côtés. 

Prenez le milieu E de AB^ du ]K>int £ comme centre > dé- 
criiez une demi- circonférence tellje, que la somme des quarrés 
des distances de l'un quelconque de ses points aux extrémités 
A, B^ de la base, soit égale à S^ (n® 66) ; et sur AB élevez une 
perpendiculaire DP telle > que la différence des quarrés des dis- 
tances de l'un quelconque de ses points aux extrémités A, B, soit 
égale à t^ (a** 3 7). Le point G d'intersection de la demi-circon- 
férence avec la perpendiculaire, sera le sommet du triangle de- 
mandé; car en tirant les droites AG, GB, la base du triangle 
GAB est AB , et d'après la construction , les côtés AC , GB , ont 
entre eux les relations demandées, 

CA + CB = S% ci — CB*=ir*. 

80. Pboblèmb (^flg, 65). Construire un triangle^ connaissant 
sa base Cj l^ angle y du sommet j et la hauteur h. 

Sur une droite AB = Cy décrivez un segment AHB capable de 
l'angle^; menez une perpendiculaire MH à AB, et prenez 
MT = h ; par le point T conduisez une parallèle GG' à AB. Les 
points G,Cy o& cette parallèle rencontre l'arc AHB, sont les som- 
mets de deux triangles GAB, CAB, qui satisfont également à 
la question proposée. 

81 • Problàice. Construire un triangle j connaissant sa base c, 
sa surface i^j et l^ angle, y du sommet. 

Désignez la hauteur inconnB|yuir h , vous aurez 

ch = 2/*j d'oùc : 2/ :: / : A. 
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La hauteur du triangle demandé sera donc une quatrième 
proportionnelle aux trois lignes connues^ c, 7.9" y ^. 

Le problème est ainsi ramené au précédent. \ 

82. pROBubfE {fig^ 66). Construire un triangle ^ cormaîa- 
sant sa surface i*^ un angle BAG^ et le point M par lequel doit 
passer le côté ON opposé à V angle donné BAC 

Menez MT parallèle k AG; formez le parallé1(^amme AFQR 
équivalent à i^ ; sur MQ comme diamètre ,, décrives une demi' 
circonférence; inscrivez une corde MD=MP; tirezDQ; prenez 
RN =DQ; tirez là droite MN qui rencontre AB en O. 

Je dis que AON est le triangle demandé; en effet^les triangles 
QMS^ PMO, RNS, étant semblables, on a 

surface QMS : PMO : RNS :: (^*: PM *: RN * d'oi 

QMS— PMO : RNS :: qm— pm*: rn.* 

■ ^ 

Or , QM — MP*= QM — • MX) = DQ*="MÏ j 
donc QMS — PMO = RNS , ou OPQS = RNS ; 
donc OPQS+ AOSR=RNS + AOSR, ou APQR= AON. 

Mais, surface APQR = ^. Donc enfin, surface AON =s^. 
Le triangle AON résout donc le problème. 

83. Problème {fig, &'^)* Il tant donné un point M dans 
y angle BAC^ trouver j sur lea côtés de cet angle ^ deux points N 
et P telsj que le triangle NMP soit semblable à un triangle donné 
EDF. . 

Tirez la droite AM j sur DE et DF, décrivez des s^mens 
DSGE, DTGF, capables des angles BAM, GAM; les arcs DSGE, 
DTGF, se couperont en deux points D , G. Tirez les droites 
GD, GE, GF. Sur les côtes AB, AG, de Tangle donné BAC, pre- 
nez des parties AN , AP, telles , que vous ayez 

(i). . . GD : GE :: AM : 0t$r(7) . . gd ; gf :: am : Aiy 
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Joignes kt points M, N , P, par des droites. Je dis que NMP 
sera le triangle demandé. En effet , d'après la constmetion, les 
triangles NAM, MAP, sont respectÎTement semblables aux trian- 
gles EGD , DGF , car ils ont un angle égal compris entre côtés 
proportionnels. La similitude de ces triangles donne 

l'angle AMN = GDE, l'angle AMP =s GDF. 
(jCS, angles NMP 9 EDF^ sont donc égaux. Mais, 

Mil : DE :: WÎA : dg , et VP : df :: ma : dg. 
Hôac, mn : DE :: «^ : df. 

Les triangles NMP, EDF, ont d^ un angle ^al compris 
entre ofttés proportionnels; ces trtabglies sont donc semblables. 
Le triangle NMP )onit donc des propriétés demandées. 

84* PaoBLàics (j^. 68). Corutruire un triangle rectangle ^ 
eonnaiêsant la longueur « de la perpendiculaire menée du som- 
met de l'angle droit sur l'hypoténuse^ et la différence ^ des deuH 
côtés de l^angle droit. 

Décriiez une circonférence ayec le ra jon OT =« ; en un point 
quelconque T de cette circonférence menés une tangente Tt, 
ei prenez TA = /^ paf le point A et le centre O, tires la sécante 
AB; sur AB comme diamètre décrires une demi-circonférence 
A#B; au point B, éleres sur AB une perpendiculaire BE, et 
prenez BK s= «; menei KG parallèle à BA, et CD perpendicu- 
laire li AB; CD sera ég»I li «f tirez les droites AC, BC. Il est fa- 
bule de iroir que GAB sent le triangle demandé ; car l'angle AGB 
est droit, la perpendiculaire CD est égale à «, et je vais prouyer 
qoeAC — CBs»/^. 

Les propriétés connues des triangles rectangles , donnent 

AC+S=^*, ac:ab::dc:cb, acxcb=abxdc. 

DoncAC+OT^ikCxCB=rAB— aABxIXŒAB— ABxaDC. 

Or, aDC==2ic=iBP,etA(H^B— aACXCB=(AC— CB)*;d 

. (AC — CB)*=ÂB — AB X BP = AB (AB — BP) = AB X AP. 
Géométrie. 4 
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Mais, AB:AT:: AT:AP; d'oi ABXAP = AT*; 
^Jonc enfin, (AC — CBr = AT = ir^-, d'où AC*-(X = /. 

Si l'on prolonge KC jusqu'en C, on Terra que le trianglt 
ACB satisfait également aux conditions demandées. 

85. Problème {fig- 69). Constmirs u» trimngle, eannaisêarU 
son périmètre 2/? , et deux de ses angles •> C, 

Par les extrémités d'une droite DE = 2/> , menés des droites 
DC, EC, sons des angles CD£=5Î« , C£D=^C; par le point C 
d'intersection, tirez des Aroites GA, CE, soos les angles DCA sas 4 ^ 
ECB = 5 C. Le triangle ABC résoudra le problème ; car il ré- 
sultedela construction et despropriétés connuesdes triangtes^qne 

l'angle CAB=U+î«=«. l'angle CBA=:iC+iC=C, 
et que AG s= AD , BC = BE. 

Donc, AC + AB + BC=AD + AB + BE=:DE = a/F. 

86. PaoBiisifi {fig* 70). Construire un triangle AfiC> cms- 
naissant les longueurs »j Cj y, des trois perpendwulairm ADj 
BE> GF> menées des sommets sur les côtés opposés. 

Soient, BG = a , AG es b , AB =s c. On aura 

surface ABC=i^ aa = \be=ii cy'fdoncy alb IcllÇZm:—. 

y 

Par conséquent, si l'on construit un triangle A^B'G^ ayec les 
trois lignes connues, B'G'::=C, A'C'=: «, A'B' = -»-, ce triapgle 

y 

sera semblable au triangle demandé. Menant donc denx pen-' 
pendiculatres GH, MN, à la droite AD = «, et tirant par 
le point A deux droites AB, AG, sous des angles GABsb 'Bf^ 
HAG 3= G' , le triangle ABG jouira de la propriété demandée. 

87. Problème {fig. 70). Construire un triangle ABC^ con- 
naissant les longueurs des perpendiculaires AD^ B£^ menées 
des sommets Lj B^ sur les côtés opposés GB^ CA. La droite AD 
est donnée de position^ et Von connaît le point O de AD par où 
passe BE. 

Les points A, O, D, étant donnés , si la longueur de OB était 
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eounoe^ <tti en dédanrait facîicteefit la solatîoii du proMèuie 
ft^poté} car en nketiant par le pohit D une pef pendicnlaire MN 
k la ligne donnée AD , Parc décrit du point O comme centre 
a?ec le rayon OB, couperait MN en un point B ; tinint la droite 
BB par les pointa connus B , O ; nfenant ensuite pair le point 
donné A, la perpendiculaire AG à BR, et tirant AB , le triangle 
ABC serait conatruif . 

La question eat donc réduite k déterminer la longueur de OB, 
Les triangles rectangles OAE^ OBD, sont semblable», et 
fournissent la proportion OA : OB :: OE : OD. 

I<es droites AD^ BE, se coupant au point O en parties récipro- 
quement proportionnelles 9 on peut les considérer comme deux 
oordes inscrites dans un même cercle; par conséquent , si Ton 
fait passer par les points donnés A , D , une circonférence quel- 
^conque dont le rayon ne soit pas moindre que ^ BE , et si par le 
point O on tire dans cet te, circonférence une corde VS! c(ont 
la longueur toit égale k la ligne connue B£ (n® Si), les deux par- 
ties OB'^OEf, de cette corde compriaes entre le point O et la cir- 
conférence seront les longueurs des lignes inconnues OB, OE*; 
ce qui déterminera la longueur de OB. 

8S. FnoHiàyB ^ftg, ^). Construire un triangle ABC^ eon*' 
naisscmi l'angle ACBsay^ et les longueurs des perpendiculaire 
VEj AD^ menées deê sommets B^ A^ sur les côtés opposés Ck.j GB. 

Tires deux droites indéfinies CM, GT, qui forment entre 
elles Fangle donné y; par le point G menez deux droites GP, 
CX^f respectivement perpendiculaires aux droites GM^ CT^ 
prenez CH=DA et GK = EB ; par les points H , K, menés des 
parallèles HiGr, KS, aux côtés CM, GT. Ces parallèles détermine- 
ront les points A, B; et le triangle A.BG résoudra le problème. 

8g. PaoBLiMS {Jig> 7 1 ). Construire un triangle rectangle 
àjëàiualent au trapèze ABCD j et qui ait un des côtés de V angle 
droil égal à Vun des côtés parallèles ABj DG^ de ce trapèMe. 

Tires la dîa^^nale AC , et par B menez la parallèle F£ à CAy 
qui rencontre en G le prolongement AK de DA ) par G menés 
MK paraHèk è DC^ éietes CH perpendiculaire â CD , et tirez 

4.. 



5a PROBLÈMES 

U droite DBL Le triangle DCH satisfera aux oonditions âa pro- 
hlfane. En eflkt , ce triangle est rectangle en C, et les triangles 
de même base et de même hauteur étant équivalens, si l'on tire 
la droite CG> on aura 

BAC + ADC = GAC4-ADC, ou ABCDsGDCsHDC 

Ce problème est toujours possible. 

On obtiendrait un second triangle DCH' qui satisferait à la 
question , en menant par le point D une perpendiculaire DH' 
Il DC| et en tirant la droite CH'. 

90. Pboblèice (y^. 92). Z^ sommet M d'un triangle îëOtcèU 
est donné; on sait que les exiRmitês N^ Ij^de la base de es 
triangle sont placées sur deux parallèles connues AB^ CD^ et 
'la hase dujriangle doit faire un angle' donné m avec ces paraU 
lèles. On propose de construire ce triangle. 

Il s'agit d'inscrire , entre les parallèles AB , CD , une droite 
LN telle, que les droites ML, MN^ soient de même longueur, 
et que Tangle ANh = « ; le triangle isoscèle MNL résoudra le 
problème. 

Pour construire la droite LN, par un point quelconque F de 
CD, menez une droite FE sous l'angle CFE =« ; tirez MG per- 
pendiculaire sur FE , et par le milieu K de IH menés FQ paral- 
lèle à £F. Je dis que LN sera la droite demandée. 

En effet, les triangles semblables KNI , KLEL, donnent 

kl:kn::kh:si. 

Mais, par construction , KH ^ RI ; donc KL = KN. 

La droite MG, perpendiculaire à £F, est perpendiculaire 
sur la parallèle PQ è EF; MR est donc perpendiculaire sur le 
milieu R.de LN; donc ML=:MN. De plus, les angles AHL, 
LF£ , sont égaux à l'angle donné «. Le triangle MNL jouit donc 
«des propriétés demandées. 

91. PfiOBDàMB (^fig. 73). Construire un triangle, connaissant 
sa base ABj et l'angle y du sommet; on. sait de plus que les 
deux autres côtés sont dans le rapport^er deux lignes don' 
-nées m tSjQ» ..*.<* 

Sur la base AB, décriyes un segnàént AHEcàpable de l'angle >, 
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et acheires la circonférence; prenez le milieu E de l*arc AB; 
sur la corde AB, cherches an point D tel, que tous ayet 
DA : DB :: « : C. Menez les droites EDC, GA, CE; le triangle 
ABC résoudra le problème. En effet, sa base est AB, l'angle 
AGB du sommet est égal à l'angle donné y, les arcs AE, EB 
étant égaux, les angles AGE, ECB, sont aussi égaux, et la droite 
CD diTisant l'angle ACB en deux parties égales , on a 

CA : CB :: DA : DB :: A : c. 

gs. La solution du problème du n* 65 {page 3g), conduit 
très simplement à une autre manière de déterminer le triangle 
demandé. 

En effet, on sait construire une circonférence CG {Jig, 56), 
telle» que les distances de chacun de ses points aux extrémités 
de la base AB , sment comme « est à C , et en décrivant sur AB 
un sèment ADB capable de l'angle donné y, ce segment cou- 
pera la ciroMiftrence CG en un point M , qui sera le sommet 
du triangle AMB demandé. 

93. pROBiiiMS {fig* 56). Construire un triangle j connaissani 
aa b€U0 AB; on sait ^ue ses deux autres côtés sont dans le rap^ 
port des lignes données »jCjet que son sommet est sur la droite DE. 

Décrives une circonférence CG telle, que les distances de 
chacun de ses points à A et B soient comme « esta C (n* 63). 
lies points Met N, ou cette circonférence coupe DE, sont les 
sonunets de deux triangles MAB , NAB , qui jouissent de la 
propriété demandée; car la base de ces triangles est AB, le rap- 
port des deux autres côtés e^t celui de « è C, et les sommets 
M , N, sont sur la droite DE. 

94* l^RonitaCB {fig> 74)* Construire un triangle j connaissant 
un angle Qj la somme S des côtés qui comprennent cet angle ^ 
et la longueur i'de la perpendiculaire menée du sommet de l'angle 
connu sur le côté opposé. 

Faites Fangle PKR = C ; divisez cet angle en .deux pje^rties 
égaks p^ I«i ligne KD ; sur une perpendiculaire; quelconque 
Ml» a KP, prenez MG := J"; tirez GB et BE parallèles à RP et à 
GM. Par le point B de KD, inscrivez dans l'angle P&R une ligne 
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AH =S (n* 44) I et menez BC i» manière que Vangle ABCa^C ; 
la triaog)^ ABC résoudra le proUèiM. En «fiel » l'angle ABCaal 
^I k ^'angle donné ^^ et la perpendiculiire 3E, mesée du 
a^minet de cet angle sur le côté opposé AC , est égale k ^. 

Il ne reste donc plus qu'à proufer que BA + BCfnc S. 

Les triangles ABC, AliH, ajant un angle oommiiB A, cl 
les angles ABC, AKll éUnt ég^uK à C , les angles EGB , KHA 
sont égaux. D'ailleurs , sî l'on iT|ëi|e BF perpendiculaire k KH, 
on aura BF = BE; les triangles rectangles BCE, BQF, sopt donc 
^ux. Donc, 

BC = BH, et BA4.BC==BA+BH = AH=S. 

g6. PaoBLÂMa (fig* ^S). Conêlruir^ un trianglej oonnmiêaant 
uu QÔU «j un des angles adjacens y , et la perpendie^Ufi9S / 
w^nèe du sommet de cet cuigle sur le côté opposé. 

Sur la droite BC=«, décriiez une demi-ciroQaiféreimB; ém 
point C comme centre a^ec le rayon t", décrÎTei ub arc qai oo«- 
pera la demi-circonférence en D; tirez BD que Tona pvolo»* 
gérez indéfiniment; menez CA sous l'angle BGA;;^!?]^. Lf| tnCfigl^ 
demandé ser^ ABC ; car BC = « , l'angle BCA = > i f^t la JFPÎte 
Cf)y perpendiculaire sur AB , est égale à t. 

Si l'on tire la droite CA^, sous l'angle BÇA'==> i le trj|a^|le 
A'BC satisfera également à la question. 

g6. PaoBLiia (fig. 76). GmUruire un triangle ^ conms^mmt 
sa surface mX nj et deux de ses angles «, y. 

Dans l'angle BAC =?: a , inscrivez une droite DE = am,^ qui 
forme aTec AB l'angle ADE = y (n® 4^)* Menez AF perpendîr 
culaîre sur DE ; cherchez deux moyennes propottionndlea, 
l'une ^, entre m et o > 1'^^^^ ^1 entre AF et 1^; W^fi'^. -^^ 
quatri&me proportionnelle aux trois lignes b, a, AP^v ^ ^ 
résultera 

a^:=zmx,n^ ô* = mXAF, Â:a::AD:AM. 

Menez MN parallèle à DE. Le triangle AMN résoudra le pro- 
blème. En effet , 6» = AF X m = AF X i DE = ««jr/^ ADE, 

et surf. ADE : eurf AMN :: AD : AM.;: 4» : aï : : i* : j» X ». 
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Or ytwrfiaoê AD£ = 6*; Aùn^mrfacê AMM ^smin X n. 
Blais.ringle AMIf=s ADE = >, et Fangle MAH sa. 

Le triangle AMNsatîsfiaitdo&c aux conditions du problèkne. 

Pour trouTer une seconde solution ^ prenez AM' =s AM , et 
menés MIT aons Fangle AM'R' = > ; le triangle AM'N', égal à 
AMN f jouira des mêmes propriétés. 

97* PaoBiiaiB (fig. 77). Étant données deux ciroonftrtncêt 
concentriques OK!^ QC^ construire un triangle àk!VC^ qui ait 
deux sommets àij V^ sur la grande circonférence, le troisième 
sommet C sur la petite circonférence ^ et qui soit semblable au 
triangle donné ABC. 

Menez la droite DE tangente h b circonférence O A', et par le 
point de contact A^ menez la droite A'F soual'angjie DATseB; 
décriiez sur AV on sèment FG^C A' capable de aoo® — G; tires 
la droite FCV par Te point F, et par le point C oh Parc qui dé* 
termine os asl^lient rencontre la circonférence OC^ ; joignesle 
point A' anx points (f, B'. 

Je dis que le triangle A'B'C satisfera aux conditions du 
^Uème. Ed s6et, Pangle A'B'C = A'B'F == I>ATbB, 

l'angle A'G'F = aoo* — G 55: 200^' — A'CB'. 

Donc , l'angle A'CB" ss G. 

Le triangle A'B'C est donc semblable à ABG. 

Si par le- point F et par le second point d'intersection G" de 
rarcFG^CA' ayec la circonférence OG', on mène la droite FG'B% 
on déterminera un second triangle A'B^G^i qui satisfera égale- 
ment à là question. 

g8. PsoBiiiiis ifig' 78)* Construire un triangle, connaissant 
un angle y^j le rayon & du cercle circonscrit à ce triangle, et 
le vaymn r du cercle inscrit, 

DécrÎTes use circonférence AJNBG avec le rayon R ; meneit 
la tangente DE à cette circonférence » et par le point de con- 
tael At menés la corde AB sous l'angle £AB = y. Menez une 
parallèle HK à AB , à une distance r de AB ; dû, milieu G de l'arc 
AB comflie centre , atec G A pour rayon ^ décriyes la circonié* 
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rence Ac/oBM , qui coupe HK en o et o'. Da point o «somme 
centre et d'un ra jon r, décrWex la ciroonfierence ttt\f!i cles points 
A, B^ menés à cette circonférence les tangentes A/T, B/T^, qui 
se couperont en un certain point C 

Je dis que le triangle ABC satisfera aux conditions da pro- 
blème. En effet , par construction^ la distance des droites AB, 
HK, est ^ale au rajon r du cercle ot\ donc la circonférence ot 
est tangente au côté AB; et par conséquent, les trois oAtés du 
triangle ABC sont tangens au cercle ttfj dont le rayon est r. 

En second lieu, menez la tangente AF à la circonférence 
Kooïij l'angle FAG sera droit; tous aures 

angle GAB= \ EAB = ^ y. 

Mab, l'angle AoB = FAB= loo^'+GABs ioo*+ i y; et 
oAB+oBA=aoo*» — AoB=:2oo« — (ioo«+iy)=ioo* — |y. 

Or, l'angle CAo=:oAB, et l'angle CBos=oBA; donc 
CAB + ABC = a(o AB+oB A) = aoo*>— y ; donc l'angle ACB=y . 

Enfin, puisque l'angle BCA est ^al à Tangle BAE , 9 a pour 
mesure la moitié de l'arc AGB \ donc son sommet G est situé sur 
la circonférence AGBN, qui a été décrite aTec le rayon R ; donc 
le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC est ^al i R. 

L'arc Ao^oB coupe la droite HK en un second point o% qui dé» 
terminerait une seconde solution exactement semblable i la 
première. 

99. pROBLiiiE {fig' 78). Construire un triangle^ connais^ 
sant un côté c j le rayon R du cercle circonscrit^ et la cfù- 
ttmce d des centres des cercles inscrit et circonscrit. 

Prenez une droite AB = c , et d'un rayon ^al à R décriyez 
une circonférence AGBN qui passe par les points A, B. Du 
centre O de cette circonférence^avec un rayon égal à J, décrivez 
la circonférence o^mon^ et du milieu G de l'arc AB comme 
centre avec le rayon GA , décrivez la circonférence Ao'oBAf • Du 
point o d'intersection de ces deux circonférences, comme centre, 
décrivez une circonférence i^^'^'^ tangente à la corde AB^ et des 
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points A y B, menés k cette circonférence les tangentes A/T^ 
B/T', qni se couperont en C 

Le triangle ABC satisfera à toutes les conditions du pro- 
blème. En eflfet , menez au point A la droite DE tangente à la 
circonférence OA ^ et la droite AF tangente à la circonférence 
Ao'oBM; tires Ao et Bo, tous aurez 

ai^le AÔB = FAB s ioo<> + OAB = loo*" +1 EAB. 

Or, oAB + oBA= aoo« — AoB= loo^" — ^ EAB, 

et CAB +CBA = a (aAB + oBA) == aoo« — EAB. 

Donc Pangle ACB =i EAB ; le point G est donc sur la circon- 
férence OA. 

De plus, le rayon OA = R, le côté AB = c; et la distance 
oO, des centres, o, O, des cercles inscrit et circonscrit an triangle 
ACB, est égale kd.Ce triangle satisfait donc à la question. 

La circonférence omon coupe l'arc ko' 6^ en un second 
point o' qui détermine une seconde solution exactement sem- 
Uable à la première. 

loo. PmoBiiMB (fig. 79).* Construire un triangle rectangle 
Ul^ que la tomme dee deux côtés de l'angle droit soit égale 
à ia ligne donnée Sj et que le rapport des quarrés de ces mêmes 
côiée eoit égal à celui des lignes connues^ «*> ^* 

Sur une droite indéfinie MN, prenez des parties DE = «, 
EF =C, et sur DF comme diamètre décriiez une demi -circon- 
férence*, élerez au point E la perpendiculaire EA au diamètre; 
menez les droites AD, AFK; prenez FH ^ AD, AG = S; 
joignez HD; menez GB parallèle à HD, et BG parallèle à DF. 

Je dis que le triangle ABG est le triangle demandé. En effets 
l'angle DAF est droit 5 on a 

(i)... AB: AG:: AD: AF, AB*:ïc*::i5*: af* 

et l'on sait que, 

5S": AF*:: de : ef. Donc ÂB*: AG*:: de : ef :: « : c. 

Mais; AG : AH :: AB : ADt 
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ft Fon déduit de (i) ^ue AB + AG : AD + AF II Al : AD» 
donc AG : AH :: AB + AC : AD + AF; 

or, AD + AF=FH+AF=AH; donc, A6+AC=AGs=s& 
lOI. PsoBiiiCE (^. 80). Construire un piangU, 
êant un côté^ Cj et les longueuru ^, tj des droites meném dm 
mets dm angles adjacens aux milieux des côtés apposés. 

Sur une ligne indéfinie MN, prenez trois parties DA, ABp BE 
égales à c \ sur la base DE, et aTec les côtés DC=:a«, CE =: af, 
oonstroises le triangle DCE , et joignez le pokil G am poinli 
A, B. Je dis que le triangle ACB est le triangle demandé. En 
effet f menez les droites BF , AG , aux milieux des cAtés AC, 
BG y puisque AB = AD = BE , la droite BF sera parallële k EC, 
la droite AG sera parallèle à DG , et tous aurez 

BF = iEC = C, AG=iDC=ï«i. 

102. Phoblèms {,fig' 81). Construire un triangle j connaiê'' 
sant les longueurs m^ Cj y, des trois droites menées des eommetÊ 
des angles aux milieux des côtés opposés. 

Avec les oôtés, DC = ^u, FD ^= aC, CF = isy , emutnnMi 

le triangle CDF^ aebeyec le parallélogramme DGEF; diweB Ito 

diagonale DE en trois parties égale» aux points A , B, et. 

les droites GA, CB. Je dis que le triangle ACB est le* 

demandé. En effet , menez les droites BG , AH , aux milieuv des 

côtés AC , CB. Puisque AB s BE == AD, la droite AH aeni 

parallèle à DC , Ta ilroite BG sera parallële à EC , et fmm 

aurez 

AH3=^ DC.x3dt, BG^i^EC s= C. 

Mais le point K, milieu de la diagonale DE , l'est aussi cle AB ,. 
et CKs^ GF = y. Le triangle ACB satisfait donc à toutesr les 
conditions dm problème. 

io3. Pboblèhe {fig, 82). Par trois points donnés &^ &> Q> 
mener des droites MN^ PN^ PM^ qui forment un triangle MNP 
égal à un triangle donné DEF. 

Tirez les droites BQ) BR ; scur cas droites décrivez des segmen» 
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BMQ> HEia, Mftblet des angles FDE , FED; par le point B 
mevoK aM iéqanl# AfN 4eUa> que MNKsDE(n^S6); tires les 
droites MQP , NRP ; le triangle MNP satisfera k tontes les con- 
ditions du proUfane > car 

MN = DE, Tangle PMN sr FDE , et Pangle PNM = FED. 

jLes triangles MNP, DEF, sont donc égaux. 

La sécante If IT se MN , donnerait nne eabonde sdntion. 

104. PaornioiE {Jig. 83). Circonscrire au triangle donné 
BST^ le plui grand triangle équilatéral possible. 

Sur les c6tés BS, BT, déçrÎTez des segraens BDFS^BGET, 

capables de -v~» achevés les oirconférenoes CB, CB; par le 

point B y menés DE perpendiculaire à la corde AB ; les droites 
DSy ET, prolongées se rencontreront en un point H. he trian- 
gle DEH résoudra le proUëme^ En effet, par construction 1 les 

___ iOO** âoo* 

angles HDE, HED, étant de -^ , l'angle H Tant -?-; le trian- 
gle DEH est donc équilatéral. 

Il suffit de prourer que la surface de ce triangle est jdus 
grande que celle de tO|it autre triangle équilatéral ^circonscrit 
FGR. Or , tous les triangles équilatéraux étant semblables, on a 

DËHcFGR :: dê'cfgT 

Afais DE est pk|s grand que FG (n* 1 4); la surface du triangle 
DEH est donc plus grande que celle du triangle FGR. 
Le triangle DEH jouit donc de la propriété demandée. 

io5. PnoiLiME (^. 84). Inscrira dans un cer$le donné um 
triangle isoscèle, connaissant la somme S de la base et de Im 
hauteur de ce triangle. 

Par le centre O du cercle donné, tirez une sécante quelconque 
AQ ; prenes AF ^ S ; d un point quelconque M de AF , con- 
duisez MH perpendiculaire sur AF; prenez MH = \ FM, et 
pa? les points F, 19, tirez la droite FP , qni rencontre là cireem- 
féreuce dmnée en C tt C. Mepes les cordes CB, CB'y perpendh 
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colaires «ur AQ; les points D^jy, seront les milieu deees Gordei« 
et en tirant les droites AB , AC » AB', AC, les triangles ABC, 
èHCj satisferont à la question. 
En effet I les triangles FMN, FDG, sont semblables y et 

FM = aMN; donc 
FD = iiDC = BC; donc AD + BC = AD + FD = AF=:& 

On démontrerait de même que Aiy -t-B^Cs^^S. 

Quand la somme S n'est pas plus grande que le diamètre. du 
cercle donné , le problème n'admet qu'une solution. 

Lorsque S est telle qu'en prenant AF^ssS, et MN'ss^ HF', 
la droite F'N'P' est tangente en T au cercle OT , on tire la 
perpendiculaire TF è AQ, et on mène les droites AT, AT'; 
le triangle ATT' est le seul qui satisfasse à la question. 

Elnfin I quand la somme S est plus grande que KF, le pro* 
blême est impossible. 

Pour calculer le maximum K^ de S , au moyen du rajon 
OT = R , on obserTC que les triangles OTF, TLF, étant rec- 
tangles et semblables ^ on a 

OT:Tr::TL:Lr ; or, LF'=aTL, donc TF'=20T=aR. 



Mais, or = VoT + TF*= v/5R* = R v'5 , 

et AF = R+OF; donc Ar = (i + V^S)xE. 

§ VII. Des Lieuûç géométriques* 

io6. PaoBLisiB (fig. 85). Soit XX'X" un cercle donné j G sois 
centre^ et P un point donné dans le plan du cercle; on tire des 
droites PX^ PX'^ PX"^ etc. j du point fixe P aux ^ifférens pointé 
X^ X'^ X''^ eto.j de la circonférence OAy sur les prolongemens 
de ces droites j on prend des parties PY ^ PY'^ PY''^ etc.^ telles 
qyfon ait constamment 

a: b :: px : py :: px' : py' :: çx^ : py" : etc. 

(a et b désignent des lignes données). Il s^agit de tromper le Ue'm 
géométrique des points Yj Y'j Y'^ etc.^ ainsi déterminés^ 
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Menons le rajon OK , et par un des points Y da lien géomé- 
triquci tirons TZ parallèle à OX. Les triangles semblables FOX, 
PZT, donnent 

PO : pz :: OX : ZY :: px : PT :: a : b. 

Donc (i)... PZ = -xPO,et(2),..ZY = -xOX. 

a a 

On aurait de même, ZY' = -xOX', ZY' = -xOX% etc. 

La Talenr (i) de PZ est constante, car a, b et PO spot donnés; 
elle détermine la position du point fixe Z. 

Or, les distances ZY, ZY', ZY', etc., sont égales entre elles, 
car les rayons OX, OX', OX'', etc. , sont égaux. 

Le Utu géométrique cherché est donc une circor\férence , dont 
le centré là et le rayon ZY eont déterminée par lee éçuatione 
M et {a). 

]07« Paoïiiais (fy- 86). On donne déposition un point P^ et 
une droite ÀB; on tire une droite PX^ du point P à un point quel-- 
nonque X de ÀBj et If on mène une droite PK qui forme avec PX 
r angle dorme y; on prend sur PK une partie PY telle^ que PX 
soit à PY dans le rapport de deux lignes données^ a, b* Il t'agit 
de trouver le Heu géométrique de l* extrémité Y de la droite PY. 

Abaissons PC perpendiculaire sur AB; menons PF sous 
l'angle GPF = y , et prenons PD de manière qu'on ait, 

a: b ::PC:PD. 

Si de l'angle GPD et de son égal XPY, on retrancbe l'angle 
i;A»nm i^T i XPD , on aura rangla^CPX = DPY. 

lyaiUcurs, PC : PD :: PX : py; 

donc les triangles PCX , PDY, sont semblables ; donc l'angle D 
est droit. 

Toue lee points du lieu géométrique cherché sont donc les dif" 
férens points de la perpendiculaire HG élepée à V extrémité D de 
la droite PD connue de grandeur et déposition* 

» 

BzKABQUB. La droite PD pouTant être située deadeux côtés de 
PC , le problème proposé est susceptible de deux solutions. 
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io8. PBôBLfofB {ftg. 87). On donné A fOêiHon un point 1^ 
ttune droite ABy on mène une droite VXj dupointfà ten peint 
quelconque X de AB^ et Von détermine sur PX un point Y tel, 
que le rectangle PX XP7 soit égal à un quatre dùnné a*. On 
demande le Ueu géométrique dee pointa Y. 

Du point P| abaissez sur A6 la perpendiculaire PC, et preiiéK 
sur PC un point D tel quePGxPD=a*; D sera un des points 
du lieu géométrique demandé. Mais on a aussi , 

PX X PT = a* -, donc PX : PC :: Pt) : PT ; 

donc les triangles PXC, PTD, sont semblables; doae Parigle 
PTD est droit. 

Par conséquent , le lieu géométrique cherehé est iiis# wt/ort^ 
firence dont PD est le diamètre, 

109. Problèmb {fig. 87.) On donne un point P sur une eir^ 
conférence PYD connue de grandeur et depoeiticn^; on mène 
par le point P une corde quelconque PT^ que Von prolonge et une 
longueur YX teUe j que PX X PY soit égal à m» quatre donné 
a^ Trouver le lieu géométrique des points X. 

Le problème précédent eonduft immédiatement à celte eons^ 
traction : lires par le centre O la*droîte PC, de masiève qoe 
VDxVCzsaa* ; la perpendiculaire AB à PC^ menéepar èepôùH Cj 
sera le lieu géométrique demandé. 

iio. Problème (Jlg. 88). On donne un point V et un cercle 
OA. On Joint le point fuse P aifse un point quelconque IL A la 
circonférence OA^ et Von tire une droite PM qui forme aifec PX 
un angle constant y. On prend sur PM une partie PX' telle ^que 
les longueurs PX^ PX'^ soient dans le rapport de deux lignes don- 
nées j aj b. Il s* agit de trouver le lieu géométrique des pointe Jl 
ainsi déterminés. 

Menez la droite PB par le point P et le centre O ; tirez PN 
sous Pangle BPN = y ; tous obtiendrez deux points A', V, rfn fie»- 
géométrique demandé^ en portant sur PN des parties PA', ^'^ i 
telles que vons ayez, 

a:ft::PA:PA', «:i::PB:Pr. 
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Ces dmuL proportiom donnent 

PA : PA' :: PB : PB* :: a : fc ; êfoh 
(1). . . pb+pa:pb'+pa' :: pb— pa : pb'— pa' :: a : b. 

Or, PB=PO + OB=PO+OA, PAa=PO— OA; 
donc, PB-fPA=aPO, etPB — PA = 20A. 

On yetT9L de même, en prenant le milieu O' de la droite k'V, 
que Pr + PA'saPa, PB — PA' = aO' A'. 

La proportion (i) deTienl 

!iPO : aPO' :: aOA : aO'A' ;: a : 6. 

Donc, PO : PO" :: a : &. D'ailleurs PX : PX' :: o : b\ 

f 

donc, PO : px :: PO' : px'. 

Or, rangleXPX' = OPO'=r; donc l'angle OPX z^O^Pr. 

Les triai^let OPX, (yPXf, sont donc semblables, comme 
ajant les angles égaux en P compris entre deux côtés propor* 
tionnels; on a donc 

ox :ax' :: PO: PO' :: a : *,*d'où o'X' = -x ox. 

a 

Tous les points X', du lieu géométrique demandé, sont donc 
éloignés du point O^ d'une quantité constante. Par conséquent, 
le Uêu géométrique therché est une cireonférence j décrite du 



point (y comme centre apec un rayon égal à - X OX. 

III. pBOBLiia {Jig, 8g). On donne de grandeur et de posi- 
tion le cercle OX et la droite AB. Par un point quelconque X 
de la circonférence j on tire une droite XT parallèle et égale à 

• 

AB. H ê^agit de trouver le lieu géomJirique de$ pointe Y. 

Du centre O menés OZ parallèle et égale i AB, la figure 
OZYX sera un parallélogramme ; donc ZT = OX. Par consé- 
quent , le lieu géométrique cherché est la circonférence d'un 
cercle dont Z est le centre j et dont le rayon est égal à OX. 

113. VmomiàmM {Jig. 90). Deux droites indéfinies VB[,QC\ 
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étant donnieê d* position j trouver le lieu géométrique des 
pointa X teie qu'en menant des droites XP, XQ , quijbrment 
avec BB' et CC^ des angles donnés m, C, les longueurs XP, XQr 
soient dans le rapport constant de deux lignes connues^ a, h. 

Soit X un second point du lieu géométrique cherché; si Pou 
tire les parallèles xp, xçy k XP et XQ, et les droites PQy/n^» 
les triangles PXQ, pxqy seront semblables, comme ayant, les 
angles égaux PXQ, pxq, compris entre côtés proportionnek; 
donc les angles QPX, çpx^ sont égaux, et les droites PQi/^^y 
sont parallèles ; on a donc 

AP : Ap :: PQ : />y :: px : /»; d'oà APiFXiiApzpx', 

les triangles APX, Apx, sont donc semblables, comme ayant 
un angle APX = Apx compris entre côtés proportionnels ; les 
angles XAB , jrAB, sont donc égaux; les trois points A, », X, 
sont donc en ligne droite {fy. 91). 

Par conséquent, tous les points du lieu géométrique cherché 
se trouvent sur une droite qui passe par l'intersection A des 
droites données. 

Pour construire le Uetf géométrique demandé j tires des 
droites FF, KN' {^fig. 92 ) , qui forment arec BB' et CC les 
angles donnés «,C; à partir des points £,M, où œa droites 
rencontrent les droites données, prenez des longueurs EGsa, 
Mm:=6; par les points G, m, tires des parallèles GH, mK» 
aux lignes BB^, GC^; l'intersection n des droites GH, mK, sera 
un des points du lieu géométrique cherché; car en condaisant 
par n des parallèles ng^ ndy aux lignes FF, 'I^'N\ ces parallèles 
formeront les angles fle,C, avec les droites données BB',GC', et 
on aura 

ng=zGE=za, nd=mM=ib, d'où ngl nd liai b. 

La droite DAiy menée par les points connus, n, A, sera 
donc le lieu géométrique demandé. 

La question proposée admet une seconde solution. Car, en 
prenant M/i»^=^, et en tirant une parallèle m^K' k CC, qui 
rencontre GH en n\ il est facile de ?oir, par des raisonnempens 
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analognes aux précédens, que tons les points de la droite RS 
menée par i»' et A , jouissent de la propriété demandée* 

Il 3. Pa<»iii3iS {^fig* 93}. Deux droites indéfinies Kk', "Bff j 
étant cionnéeë de position , déterminer le lieu géométrique des 
points IL tels qu'en menant les perpendiculaires XP^ XQ^ aux 
droites AA', BB', la somme, des produits de ces perpendiculaires 
par les lignes connues j aj bj soit égale à un quarré donné t^* 

Il s'agit de satisfaire. à la condition 

Pour ramener cette question à la précédente , on prolonge 
la droite QX, de X yers E, et Von porte sur QE une partie QR 
déterminée par là proportion 

fc : ^ :: J* : QR ; de sorte que «>^= ^ X QR. 
n ne s'agit plus que de satisfaire à la condition 
aXXP + ftxXQ=Z^XQRi d'où 
a X XP == ô (QR — XQ) = 6 X XR . 
Donc a X XP= 5 X XR; d'où XP : XR ::^ : «. 

Par conséquent 9 si l'on tire par le point connu R, une paral- 
lèle CD à B'B , la question sera réduite à déterminer le lieu 
géométrique des points X tels qvfen menant les perpendicu" 
laires XP^ XR^ cuàx droites indéfinies AA^^CD^ les longueurs de 
ces perpendiculaires soient dans le rapport constant des lignes 
connues j h, a. On a tu (n** 1 12) que le lieu géométrique demandé 
est le système de deux droites qui passent par le point G , et 
l'on a donné le moyen de construire ces droites. 

ii4« Phobl^mx i^fig' 94)* D^t^ points A^ B\, étant donnés 
sur une droite indéfinie HH^ trouver le lieu géométrique des 

points IL tels que la différence XA — XB, soit égale à un 
quarré donné /*. 

On a vu (n** 87) que le lieu géométrique cherché est une per- 
pendiculaire SS à HH', et nous avons donné le moyen de cons- 
truire cette perpendiculaire. 

II 5. PR<»LàBEE {fig*^)% Deux points A^ B^ étant donnés j 
Géométrie, 5 , 
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déifrinkkir U lieu géotnéiriqm des poinis Xukj que la somme 

— ft — » 

AX -f- 6X soit^gale à un quatre donné /*. 

On a TU (n* 66) qœ le lieu géométrique dta^aiidé est une 
eirconfiérence dont le centi^ est le milieu de ^ droite AB et on 
a donné le liioyen de construire le rayon. 

1 16. Pbobx,^ Ifig. 96). Deux points A^ B^ éiant donnéêj 
trouver le lieu géoméirsque des points X tels^ que les distances 
XA^ XB^ soient constamment dans le rapport des lignes don- 
nées j aj b. 

Divisez la droite AB en deux parties telles, que l'on ait 
CA : CB :: « : h. W faudra que XA : XB :: CA : CB. 

La ligne XC divise donc l'angle AXB eu deux parties égales. 

Cela posé : soit pris sur le prolongement de AB un point D, 
tel que l'on ait DA : DB :: a : ô; 

on aura aussi XA I XB \\ DA : DB. 

Cette dernière proportion démontre que si l'on tire le pro- 
longement XE de AX, la droite XD divisera Pangle BXE en 
deux parties égales. En efiet^ conduisez la paraltëie BQ. è DX, 
vous aurez 

XA : XK :; DA ; DB-, d'ailleurs XA : XB :: DA : DB; 
donc XljLssXB -, donc l'angle XBK ssXKB. 

Mais j -les droites BK , DX , étant parallèles, 
l'angle XBK ^ BXD, Faugle XKB = EXD; donc l'angle 
QXD^rrËSP- U droite XX) divisa^onc l'angle BX$ ^q dei»x 
parties égalas. Or , 3fC4ivis^ l'ijngle BXA en deux partiei^ égales, 
et l'angle BXE+BXA=?fcoo^; donc l'angle BXC-f BXï>= loo». 

Le point X ijppartient donc s^ la circonférence décrite sur CD 
çpmme diamètre', et par conséquent, le liei^géométriqtfe çkervàé 
est une circonférence. 

Pour construire le point D, on observera que la proportion 

DA : DB :: a : ^» , donne DA — DB : DB :: a — 5 : ^^ 
ce qui revient à AB : BD ;; a — • 6 : ^. / 

On obtiendra donc BD , en construisant une quatri^tçie pro^ 
purtionnclle géométrique aux trois lignes connues a — *lf,b, AB. 



DEUXIÈME PARTIE. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES POINTS, DES UGMES ET DES SOR- 
FACES, SITUÉS d'uNE MANIÈRE QUELCONQUE DANS l'eSPAGE. 



§ I*'. Des plans. De la perpendiculaire et des obli-- 

ques à un plan. Problèmes. 

i.i'^. DÉFINITION. Le plan est une surface îniléfiaie sur la- 
quelle une droite s'applique exactement dans tous les sens. 

Une droite menée par deux points quelconques dfun plan j est 
donc tout entière dans ce plan. 

Pour fixer les idées, nous assignerons des formes déterminées 
aux plans *, mais il faudra toujours conceyoir que ces portions 
de plans sont prolongées indéfiniment dans tous les sens. 

1 18. TH^ORixE. L>* intersection d^une droite oéftc un plan est 
un point; car si la droite avait deux points communs avec le 
plan, elle serait tout entière dans le plan, ce qui est contre 
l'hjpotbëse. 

119. TeioRiia {fig. 98). Par deux droites qui se coupent^ 
on peut toujours mener un planj et Von n^ en peut m^ener qu^un 
eeuL 

Tirex deux droites B£, 6D^ qui se coupent en 6, et concevez 
un plan qui tourne autour de BD ; quand ce plan rencontrera 
un point G de BE , la droite B£ sera tout entière d«ns ce plan 
(n^ 1 1 7) ; et si le plan continuait a tourner , il quitterait néces- 
sairement le point G, de sorte que la droite BË n'y serait plus 
comprise. 

De là ^ il suit : i*^. que, par trois points non en ligne droite , on 
ne peut faire passer qu'un aeul plan ; 

' 5., 
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a*. Que trois points non en Ligne droite j ou deux droites qui 
se coupent j déterminent la position d^un plan; 

3°. Que deux plans coïncident lorsqu'ils ont trois points cont" 
muns non en ligne droite. 

120. THioRÈME (fig. 99). Par deux droiten parallèles ^ on' ne 
peut conduire qu!un seul plan ; car si l'on pouvait mener deoif 
plans qui continssent chacun les parallèles AB, CD, ea prenant 
trois points E, F, G, de ces parallèles, les deux plans passeraient 
par ces trois points non en ligne droite, ce qui est impossible 
(ao 119,1-). 

Un plan assujetti à passer par deux parallèles est donc en* 
tièrement déterminé. 

121. THioiuàHE {fig^ 100). Par u?i point donné , on ne peut 
conduire quune seule parallèle à une droite donnée. 

Si , par le point £, on pouvait mener deux parallèles EB , EQ 
à la droite CD, les deux plans QECD, BECD , se confondraîent, 
car ils passent par trois points £ . C, D , non en ligné droite^ 
on pourrait donc conduire par un même point et dans un mên^e 
plan, deux parallèles EB, £Q, à CD *, ce qui est absurde. 

122. TiiioRiME i^/tg* loi). Lorsque deux droites sont parais 
lèlesj si par une de ces droites et un point de Vautre droite^on 
mène un plan j cette dernière droite sera tout entière dans le 
plan. 

En effet , si les droites AB , CD, sont parallèles , filles seront 
situées dans ua même plan. Par la droite CD et un point quel- 
conque E de AB, menez un plan, et tirez une droite £C du point 
E, à un point quelconque C de CD. Les droites CD , CE, seront 
dans ce dernier plan ; mais elles sont aussi dans le plan des pa- 
rallèles; donc ces deux plans se confondent (n^ 119)* 

123. TnioRiME (^. 102). Lorsque par un point cP un plan, 
on mène une parallèle à une droite située dans ce plan ^ cette 
parallèle est tout entière dans le plan. 

Par le point £ du plan MN, menez une parallèle EB à la droite 
CD située dans le plan MN. Si EB n'était pas dans le plan MN, 
ou pourrait conduire dans ce plan une parallèle £Q à CD ; les 



DE GÉOMÉTRIE. 69 

deux droites EQ, EB, seraient donc parallèles à CD ; œ qoi n'est 
pas possible {n* 121). 

124. TnioRiint {fig. io3). Toutes les parallèles menées par 
les diffèrens points d'une droite, sont dans un même plan, 

G>ndaisez un plan CK par les droites RG , RK ; si par un 
point quelconque M de RK tous menez une parallèle ML à RG, 
cette parallèle sera dans le plan GK (n^ i23). Toutes les pa- 
rallèles à RC, menées par des points quelconques de RK, sont 
donc dans le plan CK. 

125. THéoRiu. L'intersection de deux pUms est une ligne 
droite; car si l'on pouvait trouver trois points de l'intersection 
qui ne fussent pas en ligne droite^ les deux plans se confon- 
draient (n* 1 19, 3**); ce qui est contre Pbypothèse. 

Une ligne droite est donc entièrement déterminée j lorsqu'elle 
doit se trouver à la fols dans deux plans qui se coupent, 

126. TisiotàuE {fig* io4)* L'intersection de trois plans qui ne 
passent pas par la même droite et qui se coupent deux à deux, 
est un point; car IHntersection de deux plans GK, LN, étant une 
droite AB, un troisièime plan EG, qui ne passe pas par A6, coupe 
la droite AB en un point P^ et ce point est Tintersection des trois 
plans CK,LN,EG. 

Un point est donc entièrement déterminé , lorsqu'il doit se 
trouper en même temps sur trois plans donfiés qui ne passent 
pas par la méms droite j et qui se coupent deux à deux, 

127. DEFINITION. Une droite est dite perpendiculaire à un 
plan^, lorsqu'elle ne penche d'aucun côté de ce plan; ces^àr^ 
dirtj lorsque elle forme des angles droits avec toutes les droites 
menées par son pixd dans le plan, 

RilciPROQUEicsNT ^ On dit qu'un plan est perpendiculaire à 
une droite j lorsque cette droite est perpendiculaire à^ ce plan. 

128. TnioBiME ^g. io5). Une droite j perpendiculaire à 
deux autres qui passent par son pied dans un plan , est perpen^ 
diculaire à ce plan^ 

Il s'agit de faire voir que si la droite AP est perpendiculaire 
au^ dt^oites PB, PC; menées par son pied P dans le plan'GE, 



70 THÉORÈMES 

«Ile sera perpendiculaire à toute autre droite PD menée par le 
point P dans le même plan. Tirez une droite quelconque MN 
qui rencontre les trois droites PB^ PD, PC, en B, D^ G; prolongez 
AP d'une longueur PA' = PA j tirez les droites AB ^ AD, AG, 
A^B^ A'D^ A'G; les triangles rectangles APB, A'PB, soot égaux, 
comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux chacun à 
chacun j donc ABe= A^B. Par une raison semblable, ACs= A^G. 
Les triangles AGB, A^GB, sont donc ^aux; et par suite, l'angle 
AGD=: A'GD. Les triangles AGD, A'GD, sont donc égaux, 
comme ayant le côté commun GD, le côté AG ^ A'G, et Vangle 
AGD = A'GD. Donc AD = A'D. On en déduit que les trian- 
gles APD, JlVD, sont égaux j comme ayant un côté PO com- 
mun, et les deux autres côtés égaux chacun à chacun. Les 
angles APD, ATD, sont donc égaux ; la droite APA^ est donc 
perpendiculaire à PD. 

129. TnàoRha {fig. 106), Par un point donné j on nm peut 
conduire qu^un seul plan perpendiculaire à une droiUm 

Si f par le point P , on pouvait mener deux plans PR, PQ> 
perpendiculaires à la droite AB , cette droite serait perpendi- 
culaire à ces deux plans (n*^ 127) *, conduisant un plan par le 
point P et par la droite AB , les intersections PG , PH , de ce 
plan avec les plans PR , PQ , seraient perpendiculaires à AB ; 
donc, par un même point P, on pourrait mener dans le plan 
d'une droite AB , deux perpendiculaires PG , PH , it celle 
droite; ce qui est impossible. 

i3o. TflioRÈiiB C/^. 107). Si j par un point d* une droite, on 
mène un plan perpendiculaire à cette droite , et dee perpendii- 
culaires à cette droite j toutes ces perpendiculaires aerorU dans 
ce plan. 

Par le point B de AF, conduisez le plan GE perpendicu^ 
laiiC'e a AF , et menés des droites BN , BM, BD , etc. , perpendi- 
ciriatres à AF ; toutes ces perpendiculaires seront dans le plan 
GE , car si la perpendiculaire BD à BA , n'était pas dans le 
plan GE, le plan mené par les droites AB, BD, couperait le 
planGË, suivant une droite BI, perpendiculaire à BA (n*^ 137); 
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les angles Afil ^ àBD , situés dans un même pbn , seraient 
donc droits; oe qui est absurde. La droite BD est é&nc dans 
le plan GE. 

1 3i . TuiomiiCB. 1*. Par un point donné j hors d'un plan Ou sur 
un plan j, on ne peut mener qu'une seule perpendiculaire à ce plan . 

Si par le point A (fig, 108) , pris hors du plan GE, on pou* 
vait mener deux perpendiculaires AB , At , à ce plan , le 
triangle ABI aurait deux angles droits ABl, AlB; ce qui est 
impossible. 

Si par le point B (^fig. 109) du plan GE , an fmàwaii ékrcr 
ileuft perpendKoalaires B A, BP, à ce plan , en mem^nt un |>lan par 
ces deux ligwm , fl couperait le plan GE suivant «ne dfeYiite M » 
et les angles ABI, PBI, seraient droits (n^ 1^7); ceqni est im pos- 
sible 9 puisque les droites BA» BP, BI , sont dans un même plan. 

3^. La perpendiculaire AB (^fig, 110) menée d'un point quel^ 
conque ê$j sur un plan G£^ est plus courte qu'une oblique 
quelconque AI; car le triangle ABi, rectangle en B, donnant 

AB*= Ai*— bT * on a AB <Tl* d'ofc AB < AI. 

3°. Deux obliques Al> AD^ (Jtg. 110)^ qui sUcojtlent égale - 
ment du pied de la perpendiculaiic AB , sont égales^ car les 
triangles rectangles ABI, ABD, sont égaux^et donnent A I=s AD. 

4^. l}e deux obliques^ celle qui s'approche le plus de la per- 
pendicmlaire j e^t la plus courte. 

Soit BI<^BC {ftg» lio); les triangles rectangles ABI, ABC], 
donnent 

c 

Aé*=AB*-f le' et Tl*=ÂB + bF.' 

Of , ES est plus petit que BC , donc AI est moindre que AC. 

5^ On prouyerait de même que deux obliques égales s'écartent 
également du pied de la perpendiculaire j et que 5^ une oblique 
est plus courte qu'une autre , elle est plus près de la perpen* 
dicuUùre. 

lia. Taioai^teÈ {fig. 111). Lorsqa^une dtviié ftitt des angles 
égaux avec trois droites menées par son pied dans un plan j elle, 
est perpendiculaire à ce plari^ 
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Cofkce\ez que la droite AB forme des angles égaux avec les 
droites BC, BD, BR, menées par son pied dans le plan G£; 
prenez BI = BM = BN ; tirez les droites Al , AM , AN ; les trian- 
gles ABI , ABM , ABN , seront égaux *, les obliques AI , AM ^ AN , 
sont donc égales; elles s'écartent donc également du pied de la 
perpendiculaire, menée du point A sur le planGE; le pied de 
cette perpendiculaire est donc également distant des points 
I^M^N; il est donc le centre B dé la circonférence qui passe jiajr 
ces trois points; AB est donc perpendiculaire au plan GE. 

i33. TiiioKÈME (fig, 112). Si du pied B de la perpendicu- 
laire AB au pian GE, o/x mène une perpendiculaire ^1 à la 
droite HK située dans le plan GE^ la droite AI sera perpendi- 
culaire sur HK. 

Prenez 1C=1D, tirez BC, BD, AC et AD; les obliques BC, BD 
étant égales y les triangles ABC, ABD, rectangles en B, sont 
égaux; AC est donc égal à AD; les triangles AIG, AJD^ sont 
donc égaux; les angles ^IG, AID, sont donc ^aux; AI est 
donc perpendiculaire à HK. 

134. TH]&ORi3fE (Jîg, ii3). Lorsqu'une droite est perpendi- 
culaire à un plauj toute parallèle à cette droite est perpendir' 
culaire au même plan, • 

La ligne BA étant pei*pendiculaire au plan GE, si, par un 
point quelconque I de ce plan , on mène une parallèle IP à^BA, 
et si l'on tire la droite BIH , l'angle PIH sera droit , comme 
égal à l'angle droit ABH. Dans le plan GE , tirez la droite GID 
perpendiculaire à Bl, et joignez Af; l'angle AfD sera droit 
(n® i33); mais déjà l'angle BID est droit ; donc DI est perpen- 
diculaire au plan ABIP des droites lA, IB; donc l'apgle PIP est 
droit. Ainsi, PI est perpendiculaire aux droites IH, ID, menées 
par son pied dans le plan G£ ; la ligne PI est donc perpendicu- 
laire au plan GE (n** 1 28). 

i35. TnioRèifE (j|^. 11 4)* Deuxperpendicult^Lire^à un même 
plan j sont parallèles. 

Si les droites AB, Pï , perpendiculaires au plan GE, u'ctalen^ 
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pas parallèles y par un point quelconque A de AB, on pourrait 
tirer une parallèle AN à PI; AN serait perpendiculaire au plan 
GE (n^ i34); on pourrait donc mener par un point A , deux per- 
pendiculaires ANy AB, au plan G^; ce qui est absurde (n^ i3i). 

i36. Tnàonkta {fig* ii5). Deux droites parallèles à une 
troisième j sont parallèles entre elles; car les droites AB^ CD, 
étant parallèles à FH, le plan GE, mené perpendiculairement 
à FH, sera perpendiculaire aux droites AB, CD^ parallèles à 
FH (n° 1 34) ; les droites AB , CD , perpendiculaires au plan GE , 
sont parallèles entre elles (n*' i35). 

137. Tbj&orâms. Les perpendiculaires abaissées j sur un planj 
des diffirens points d^une droite , sont dans un même plan. 

En effet, ces perpendiculaires sont parallèles entre elles 
(n® i35); or; les parallèles menées par les différens points d'une 
droite, sont situées dans un même plan {n^ ^^4)» '^ principe 
est donc démontré. 

1 38. Problème {fig- 116). Par un point B^ pris sur la droite 
AB , mener un plan perpendiculaire à cette droite. 

Suivant AB, conduisez deux plans ABC, ABD; dans ces 
plans, tirez des perpendiculaires BC, BD, sur AB ; le plan 
GE, mené par les droites BG , BD, sera perpendiculaire à 

AB (n« 128). 

139. PaoBLiiiE {fig. 1 17). Par un point Cj pris hors d^une 
droite AB^ mener un plan perpendiculaire à cette droite. 

Du point C, menez une perpendiculaire GF à BA; par le 
point B, tirez BD perpendiculaire sur AB; le plan GË , conduit 
suivant les droites GF, BD, sera perpendiculaire à BA et pas- 
sera par le point G. 

i4o. PnoBLiicE (Jig' 118). Par un point A, pris hors d'un 
planQr^^ mener une perpendiculaire à ce plan. 

Dans le plan GE, prenez trois points I, M, N, également 
distans du point A; si AB est la perpendiculaire demandée, les 
ohlitjues ^ales AI , AM , AN , seront également éloignées du 
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rens points de la droite sur le plan , sont ptrptndiciilaires à 
cette droite. 

Menez RC perpendiculaire au plan GE; conduises un plan 
RD , par les droites RK , RG \ ce plan coupera le plan G£ sui- 
vant une droite GD parallèle à RK (n° i44)> ™^^^ l'angle RCD 
est droit ; l'angle GRK est donc droit ) GR est donc perpendi- 
culaire à RK. 
• 

i49* THioRiMB {fig* 124)* Lorsqu'une droite "KK. est pcaral' 
le le à un plan GEj toutes les perpendiculaires menées den diffè* 
rens poifits de cette droite sur le plan^ sont égales entre elles. 

Tirez àe% perpendiculaires RG , ML , KD , au plan GE; ces 
perpendiculaires seront parallèles (n*' 135], et situées dans un 
même plan GDKR (n** 137) ; ce plan coupera le plan GE 9 sui- 
yant une droite CD parallèle à RK (n"* i44) \ ^^^ parallèles RG,, 
ML, K33, comprises entre les parallèles RK, GD, seront ^ales 
entre elles, ce qui démontre le principe énoncé. 

Les parallèles RG, ML, KD, sont perpendiculaires à la droite 
RK (n*» 148), et au plan GE. 

i5o. Problème. Une droite étant parallèle à un plan ^ on de^ 
mande la plus courte distance de la droite au plan. 

Les perpendiculaires menées des différens points de la droite 
sur le plan étant plus courtes que les obliques menées de ces 
points sur le plan, et ces perpendiculaires étant égales (n^ i49)f 
chacune d'elles mesure la plus courte distance demandée. Gette 
plus courte distance est perpendiculaire au plan et à la droite. 

Tous les points d* une parallèle à un plan sont donc également 
éloignés du plan. 

i5i. TnioaiME {fig. 124)* Lorsque deux points R^ K^ d^une 
droite j sont à égale distance d'un planj cette droite est paral-^ 
lèle aU plan; car les perpendiculaires RG, KD, au plan GE, 
étant égales et parallèles (n*' i35), RK est parallèle à CD; et 
par conséquent, RK est parallèle au plan GË (n^ i43)* & qui 
démontre le principe énoncé. 

i52. TnioicÈME {fig, 125). Deux plans MN^ FQ > p^/p^/i- 
diculaires à une même droite AC^ sont parallèles ,^ 
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Si ces plans n'étaient pas parallèles , ils se couperaient. 
Soit O Fan des points de l'intersection ; joignons ce point avec 
les points A , G , où la ligne AG rencontre les plans MN , PQ ; la 
droite AC serait perpendiculaire aux lignes OA , OG , menées 
par son pied dans ces plans (n^ 127) 5 on pourrait donc tirer 
deux perpendiculaires d'un même point O sur une droite AG, 
ce qui est absarde; les plans MN^ PQ, ne peuvent donc pas se 
rencontrer ; ils sont donc parallèles. 

i53^ Taàowkaa (^fig. ia6).. Les intersections de deux plans 
parallèles^ par tui même plan^ sont parallèles. 

Si les intersections AB, GD, des plans parallèles MN, PQ, par 
le plan ABDG, n'étaient pas parallèles, comme elles sont dans ce 
dernier plan , elles se rencontreraient *, les plans parallèles MN, 
PQ, se rencontreraient donc ; ce qui est absurde. 

154. TfiioBiMB {Jig* 127). Par un point donné ^ on ne peut 
conduire qu^un seul plan parallèle à un plan donné. 

Supposons qu'on puisse mener par le point A, deux plans AR, 
AQ, parallèles au plan G£ ; si l'on conduit par le point A un 
plan quelconque ABKG, les intersections AB, AH , de ce plan 
avec les plans AQ, AR, seraient parallçles à GK (n® i53)^ on 
pourrait donc tirer par le point A, deux parallèles à GK. ; ce qui 
est absurde. (ji£ 121). 

i5S.^Tnifiyii|Érr {J^, 128). Lorsque deux pUins sont parallèles, 
la-perpendiculaire à Jfun de ces plans est perpendiculaire à l'autre, 

Goncevez deux plans parallèles MN , FQ; menez la droite AG 
perpendiculaire au premier plan \ je dis qu'elle sera perpendi- 
culaire au second; car en conduisant un plan quelconque ABDG 
pur AG, les intersections de ce plan avec les plans parallèles 
MN, PQ, seront deux parallèles AB, GD; la perpendiculaire AG 
au plan MN, est perpendiculaire à la droite AB menée par son 
pied dans ce plan j mais CD est parallèle à AB; la ligne AG est 
donc perpendiculaire à une droite quelconque G D, menée par son 
pied dans le plan PQ; AG est donc perpendiculaire au plan PQ« 

i56. TuioBÂME {,fig* 129). Deux pUrns parallèles à un iroi-- 
sième, sont parallèles efitre eux. 
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ConceveK deux plaas L, M, parallèles au plau N, et menez eue 
perpendiculaire CD à ce dernier plan; CD sera perpendiculaire 
aux plans L et M (n^ i55) ; les plans L , M , seront donc paral- 
lèles comme perpendiculaires a une même droite CD (n^ i5a). 

iS^. TnioRiiME {Jig» i3o). Les parallèles comprises entre 
plana parallèles j sont égales. 

Soient les parallèles AB, CD, comprises entre les plans paral- 
lèles MN, PQ; menez le plan BC suivant ces parallèles ; les inter- 
sections AC, BD, du plan BC avec les plans parallèles MN^FQ, 
seront parallèles ; mais AB et CD sont parallèles ; ABDC est 
donc un parallélogramme*, AB est donc égal à CD; ce qui dé- 
montre le principe énoncé. 

iS8. TnioRÀMB {fig- i3i). Lorsque deux droites qiU se cour 
pentj sont parallèles à deux autres droites qui se coupent, les an- 
gUs formés par les deux premières droites j sont respectivement 
égaux aux angles formés par les deux autres droites. 

Par deux points quelconques A, A', menez des droites 6D, CE, 
B'D', CE', parallèles deux à deux. Prenez AB=A'B' et AC=A'C'; 
tirez les droites AA', BB', CC, BC, BC. Les lignes AB, A'F, 
étant égales et parallèles, BB' est égal et parallèle à A A'; de 
même, AC étant égal et parallèle à A'C, lés droites CC, AA', sont 
égales et parallèles; BB' est donc égal et parallèle* QC (n® i36); 
BC est donc ^al à B'C; les triangles ABC , AVCf, sont donc 
égaux ; les angles BAC , B' A'C, sont donc égaux ; ce qui dé* 
montre le principe énoncé. 

iSg. TnioRÈME {^fig» 182). Lorsque deux droites qui se cou- 
pent j sont respectivement parallèles à deux autres droites qui se 
coupent , le plan des deux premières droites est parallèle au 
plan des deux autres. 

Par deux points quelconques A', A, menez des droites A'B', 
A'C, respectivemertt égales et parallèles aux deux droites AB, 
AC; les trois droites A A', BB', CC, seront égales et parallèles. 
SI les plans BAC, B'A'C, n'étaient pas parallèles, on pourrait 
mener par le point A, un plan bAo parallèle au plan B'A'C; le 
plan bAc couperait BB' et CC, en & et c, et l'on aurait (n® i57), 
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kk'=M'=cC\ maîj, AA'=BB'=CC; donc,BB'=5B',CCr =cC ; 
ce qui est al»iirde; les plans AffC, k'BfC, sont donc eflTectîye- 
ment parallèles. 

160. TflitMubfs (^fig. i33). Lorsque deux droiUs qui se cou- 
peni^ 9oni parallèles à un plan donnée le plan conduit par ces 
droites est parallèle au plan dormi. 

En effet I si les lignes AB, AC^ sont parallèles an plan MN^ la 
perpendîcnlaSreAPan plan MI9,sera perpendiculaire aux droites 
AB, AG; (n^ >4^» '^^ plans MN , BAC, sont donc perpendicu- 
laires k la droite AP; ces plans sont donc parallèles(n^ i5s). 

161. PaoBLiME. Déterminer la plus courte distance entre deux 
plans paraUèles- 

La plus courte distance d'un point k un plan éttnt la per- 
pendieuiaire acMmée du point sur le plan, la plus courte dis- 
tance demandée est nécessairement l*unc des perpendiculaires 
menées de l'un des plans sur l'autre plan. Mais, toute perpendi- 
Cttlaîpe à Tun ^es plans est perpendiculaire h l'autre plan 
(n^ >55); la plos courte distance demandée sera donc une per- 
pendiculaire comaiaBe aui deux plans; or, ces perpendiculaires 
sont parallèles (b*i 35), et égales (n° 167) ; chacune d'elles roe- 
sore donc la plus courte distance demandée. 

Ainsi , deux plans parallèles sonè partout à égale distance^ 
et leur plus courte distance est une droite perpendiculaire à 
e/iaeun d'eux. 

l6a. TnioRiME {Jtg. i34). Étant données trois droites AB^ 
Cp^ EFj égales et parallèles ^ si l'on Joint leurs extrémités par 
des 4ro.i^s^ ^ triangles AGE^ BDP^ qui en résulteront , .seront 
égaux ^ et h9 plans de ces triangles seront parallèles. 

Les droites AB , GD , EF, étant égales et parallèles , les qua« 
drilaterea BG, BE , DE, sont des parallélogrammes. Par consé- 
qntnt, AC est égal et parallèle à BD, et AË est égal et parallèle 
k BF-, le» an^es CAE, DBF, sont donc égaux (n"" iSS), les 
triangles GAE, DBF, sent donc égaux, et les plans de ces 
tri«l9gl(es sont p^raUëles (o" iSs)» 
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i63. TeioRÈME {fig» i35). Lorsque par plusieurs pomu B, 
D^ F^ H^ d'un plan MN^ on mène des droites BA^ DC^ FE^ 
HG^ égales et parallèles j les extrémités A^ G^ E^ G^ de ces 
droites j sont dans un même plan parallèle au plan MN; car si 
cela n'était pas, en conduisant par le point A un plan FQ, pa- 
rallèle an plan MN, il couperait les droites données en des 
points, c,e^ gy tels que l'on aurait (n** 167) , 

BA = Dc=F* = %. Or, BA=[)C=FE=HG; 

il faudrait donc que l'on eût, DC=Dc, FE=Ftf, HG = H^; 

ce qui ne peut avoir lieu que lorsque les points G, £, G, sont 
dans le plan PQ, parallèle au plan MN. 

164* TiiioRiiifE {^fig* i36). Si par quatre points qtselconques 

Bj Dj Fj K^ de deux parallèles GH^ STj on mène quatre droites 

parallèles BM^ DN^ FP, KR ; et si après apoir pris B AssDC^ on 

conduit par les points Kj C^ un plan quelconque qui coupe 

LT et KR^ en des points £^ I^ les droites FE^ ^\j seront égales. 

Les lignes AB, BD, étant respectivement parallèles aox droites 
IK , KF, le plan ABDG des deux premières droites est paral- 
lèle au plan IKFE des deux autres (n** iSg); les intersections 
ACy lE^de ces plans parallèles avec le plan IAC£, sont donc, pa- 
rallèles; les lignes BA, DG, étant égales et parallèles, AC est pa- 
rallèle à BD ; les dioites KF, AG , parallèles à BD, sont parallèles 
entre elles; les lignes lE, KF , sont dont parallèles entre elles, 
comme parallèles à AC; mais IK est parallèle à EF; EFKI est 
donc un pîirallélogramme; les droites FE, Kl, sont donc ^ales» 

i65. ThAobème {fig* i36). Lorsque par quatre poinfta quel^ 
conques B, D^ F^ K^ de deux parallèles GH^ ST^ on ^ mène 
quatre droites parallèles BM^ DN^ FP^ KR^ sur lesquelles on 
prend BA = DG^ FE = KI^ les points Aj C^ E^ I^ sont dans 
un même plan; car s'ils n'y étaient pas, le plan mené par les 
points A, G, E, couperait IK en un point i tel, que l'on aurait 
FE = K.i (n° i64); mais par hypothèse FE;= Kl; les droites 
KI,Kî, seraient donc égales; ce qui est ahsurde. 

166. Phoblème {fig. 137). Trouver la plus courte distance 
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entre deux droiées AB^CD^ situées d'une manière quelconque 
dans l'espace. 

Le plus court chemin d'an point à un autfe étant la droite 
qui joint ces points, et la ligne la plus courte cfu'on puisse tirer 
d'un point à une droite étant la perpendiculaire- menée d6 ce 
point sur la droite, il est facile d'en conclure que la plus courte 
distance entre deux droites AB^ CD , non situées dans un même 
plan j est une perpendiculaire commune A ces deux droites^ 

Pour construire cette perpendiculaire , pai un point quelcon- 
que C de CD, tirez une parallèle CF à AB; conduisez un plan 
MN par les droites CD, CF, ce plan sera parallèle à AB (n** i43); 
par un point quelconque H de AB , menez IIK perpendiculaire au 
plan MN ; par le pied K de cette perpendiculaire , menez SuS 
parallèle à FC; prenez HP=KS', la droite PS sera la perpen— 
diculaire demandée; car les lignes KS, AB, étant parallèles à 
FC, sont parallèles entre elles (n® i36); et la perpendiculaire 
HK à KS est perpendiculaire sur AB; mais HP est ^al et pa- 
rallèle à KS; PHKS est donc un rectangle; PS est donc perpen- 
diculaire à la droite AB, et au plan MN (n*' i34); la ^ignePS, 
perpendiculaire au plan MN, est aussi perpendiculaire à la 
droite CD, qui passe par son pied dans ce plan; la droite PS 
est donc à la fois perpendiculaire aux deux lignes AB, CD. 

Cela posé : je dis que la droite PS est plus courte qu'une droite 
quelconque HD, terminée aux droites AB, CD. En effet , si par 
le point H on tire une perpendiculaire au plan MN, le pied de 
cette perpendiculaire ne pourra pas tomber en un point £ de 
CD, car HE serait parallèle à PS (n*" i35), et les droites AB^tD, 
seraient dans un même plan PHES; ce qui est contre l'hypo- 
thèse. Soit donc HK une perpendiculaire au plan MN / elle est 
plus courte que l'oblique HJD ; mais HK = PS, car AB est pa- 
rallèle au plan MN ; la droite PS est donc plus courte que HD ; 
cette droite est donc la plus courte distance demandée. 

§ in. Angles formés par des droites études plans. 

167. Deux droites, situées d'une manière quelconque dans 
Géométrie. 6 
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l'espace, peuTeiit ne pas se couper, quoiqu'dlei ne soient pas 
parallèles. Pour [irendre une idée de Vinclinaisan de ces lî - 
gnes, on mène par un point quelconque deux parallèles k ces 
lignes, et Von est coHTenu de prendre l'angle formé par ces 
nouvelles lignes , pour la mesure de l'inclinaison des droites 
données. 

D'après celle convenlion , pour évaluer l'angle que deux 
droites font entre elles , on mène des parallèles à ces droites j 
par un même point; l'angle formé par ces nouvelles lûmes, 
mesure l'inclinaison des droites données. 

Remarque. Si les droiles données étaient parallèles entre 
elles, en menant par un point quelconque ^eui parallèles aux 
lignes données, ces parallèles se confondraient; l'incHnaison 
des ligues données serait donc nulle. Il résulte donc de la con- 
Tcntion établie pour la mesure des angles, que \ angle formé par 
deux parallèles est nuL 

Il en résulte aussi i\fjLune droite perpendiculaire à un plan, 
fait un cmgle droit apec toutes les droites situées dans ce plan. 

En effet {fig. iSg), soit la droite BG , perpendiculaire au 
plan MN ; tirez dans ce plan une droite quelconque FË, çt par le 
point F, menez FC parallèle à GB; l'angle CFE sera droit 
(n" i34)*, mais cet angle mesure l'inclinaison des droites BG, 
FË -, donc ces lignes font entre elles un angle droit. 

168. TnioEiiiB (,fig> l^o), Sidun point quelconque M^efune 
oblique BM au plan G£^ on mène mie perpendiculaire MO sur 
ce plan j et si l'on lire la droite BD par le pied de l'oblique et 
le pied dé la perpendiculaire , l'angle MBD ^ sera le plus petit 
de tous les angles formés par If oblique BîVf apec les droites menées 
par son pied dans le plan G£. 

G>nduisez une droite quelconque BK dans le plan G£; prenez 
BG = BD , et tirez MG. La perpendiculaire MD au plan OE sera 
plus courte que l'oblique MG; mais les côtés MB, BD,du triangle 
MBD, sont respectivement égaux aux côlés MB, BC,du triangle 
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MBC , et MD e8lÈ<^o8 petit que MC; l'angle MBD est donc plos 
petit que Pângle MBC. 

RxiiAiiQUB* L'angle MBD est celui qu'on prend pour la me- 
sure de l'inclinaison oe l'oblique BM sur le plan GE; et le 
triangle rectangle MBD contre que V angle formé par une 
droite avec un plan est le compUment de V angle formé par cette 
droite auec la perpendiculaire menée de If un de ses pointa sur le 
plan. 

169. TfrfoiiM» {fig. 141 )• Les angles formés par une droite 
quelconque GG^ aiftc des plans parallèles DN^ PQ^ sont égaux* 

En efièt , menez d'un point quelconque G de MG une per- 
pendicnlaire GB au plan DN , elle sera perpendiculaire au plan 
PQ (n^ i55); conduisez un plan CGB par les droites GC, GB, 
il coupera les plans parallèles DN , PQ, suivant deux droites 
AH, MR^ qui seront parallèles (n** >53); donc les angles GAH^ 
GMR, que la ligne GG forme avec les plans parallèles DN^ 
PQ , seront égaux. 

170. TnioBJUK {fig. 14^)* Quand plusieurs droites menéee 
par un point donné font des angles égaux apec un plan ^ ^lles 
rencontrent ce plan en des points situés sur la circonférence qui 
a pour centre le pied de la perpendiculaire abaissée du point 
donné sur le plan. 

Du point donné A , tirez des obliques AI, AM , AN, etc., 
qui forment àes angles égaux avec le plan GE, et qui rencon- 
trent ce plan en I , M , N, etc. \ menez AB perpendiculaire au 
planGE^ parle pied B de cette perpendiculaire , et les points 
I , M , N , etc. , tirez les droites BI , BM , BN , etc. ; les angles AIE, 
AMB, ANB^ etc., que forment les obliques avec le plan GE, 
sont supposés égaux ; les triangles rectangles ABI , ABM, 
ABN , etc , sont donc égaux ; les droites BI^ BM, BN , etc., 
sont donc égales. Les points I , M , N , etc. , sont don# situés sur 
la circonférenoe décrite du point B comme centre, avec le 
rayon BI. 

171. TnioiiàMB \Jig. i43)- Lorsque plusieurs droites igahs 

6.. 
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AI j AM j ÈSjêtc.jfont des ait^Uê égaux OÊée une droite AD^ 
les extrêmitéê \j M^ N^ etc.j de ces droites j sont situées sur une 
circonférence dont le plan G£ est perpendiculaire à AD. ije point 
de rencontre de AD a$^ec le plan GE estfe centre ^dela circon- 
/érence. 

Par le point I , menez un plan GE perpendiculaire à AD ; ce 
plan rencontrera AD en un point B. Tires les droitâ BI , BM, 
BN , etc. ; les triangles ABI , ABM , ABN , etc. , seront égaux 
comme ayant un angle aigu égal , compris entre côtés égaux ; les 
angles ABI, ABM, etc., seront donc égaux; mais Pangle ABI 
est droit ; les lignes BI , BM , BN , etc. , sont donc perpendicu- 
laires à AD ; toutes ces lignes sont donc dans le plan GE perpen- 
diculaire à AD (n^" i3o). Mais, les droites BI, BM, BN, etc., sont 
égales; le principe est donc démontré. ^ 

172. Pour conceroir V angle formé par deux plann ABCD, 
ABEF (fig* 14^)9 qui se coupent suiTant la droite AB, supposons 
que ces plans étant d'abord appliques l'un sur Tantre , on laisse 
fixe le plan AG , et que l'autre plan tourne autour de la droite 
AB ; la quantité dont le second plan s'écarte du premier est ce 
qu'on nomme V angle dièdre formé par les deux plans. 

1 <j3. On fait dépendre la mesure de cet angle diëdre, de Pangle 
rectiligne formé par deux droites AD, AF, {fig, i^S), me- 
nées dans les deux plans par un point quelconque A de Vin- 
tersection. Or , pour que l'angle rectiligne DAF puisse servir de 
mesure à l'angle des plans, il faut et il suffit que ces deux an- 
gles soient nuls en même temps, et qu'ils varient dans le même 
rapport. 

La première condition exige que les droites AD, AF, forment 
des angles égaux avec l'intersection AB; car autrement l'angle 
DAF de ces droites ne deTÎendrait pas nul, quand le plan mobile 
AE coïnciderait avec le plan fixe AG. Nous supposerons donc que 
les angleâffiAD, BAF, sont égaux. 

La seconde condition ne saurait avoir lieu , si les angles BAD, 
BAF, ne sont pas droits. En efiet, si le plan AE, d'abord couché 
anr le plan AG ; fait une demi«réTolution autour de AB, de ma- 
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uîère à yenir s'appliquer sur le prolongement AG du plan AC, 
les deux plans, prolongés indéfiniment , coïncideront dans toute 
leur étendue; la droite A F prendra la position AK , et il faudra 
que AK soit le prolongement de AD, car autrement Vincli^ 
naigon de deux plans qui coïncident serait mesurée par an angle 
rectiligne SAD, qui serait aigu ou obtus ; ce qui ne. peut ayoir 
lieu. Mais, les angles BAK, BAD, sont égaux, ces angles sont 
donc droits. 

Par conséquent , pour que l'angle dièdre de deux plané qui se 
coupent j pukêe être mesuré par l^ angle rectiligne de deux droite» 
menées dane ces deux plans par un même point de V intersection 
des plans , il faut que ces deux droites soient perpendiculaires à 
l'intersection des plans. 

1 74- TflioRiiiB. Un angle dièdre a pour mesure l'angle formé 
par les perpendiculaires menées dans les deux plans ^ à un 
même point de t intersection. 

1^ L'angle des perpendiculaires est le même , en quelque 
point de l'intersection qu'on les élève; car en menant dans les 
plans AC, A£, {Jig, i43), des perpendiculaires AD,*BG, AF, BE, 
sur l'intersection AB de ces deux plans, BG sera parallèle à 
AD, et BE sera parallèle à AF; les angles CBE , DAF, sont donc 
égaux (n**i58). 

Il ne reste donc plus qu'à démontrer que l'angle rectiligne des 
deux perpendiculaires , varie dans le même rapport que l'angle 
des plans. 

2^ ifig. 143 et i44)- Lorsque l'angle dièdre DABF, formé par 
les plans AG, A£, est égal à l'angle dièdre D'A'B'F, formé par les 
plans A'G', A'E'', si l'on mène dans ces plans des perpendiculaires 
AD, AF, A'D', A'F', aux intersections AB, A^B',les angles rectî- 
lignes DAF, D'A'F^, seront égaux; car les angles dièdres étant 
égaux, si l'on applique le plan A' G' sur le plan AG, de manière que 
les côtés A'B^, A'D', de Tangle droit B'A^D", tombent sur les côtés 
AB, AD , de l'angle droit BAD, le plan A'E' prendra la direction 
du plan AE , et A'B' tombant sur AB, la perpendiculaire A'F' 
à A'B' tombera sur la perpendiculaire AF à AB ; les deux côtés 
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Aiy, A'F% de PaDgle I/AfF", tombant sur les deux côtés AD, 
AF, de l'angle DAF, ces deux angles sont égaux. 

Réciproquement, lorsque les angles rectilignes DAF, ly Â!¥*, 
sont égaux, les angles dièdres DABF, D'A'B'F', sont égaux; car 
en appliquant l'angle rectiligne D'A'F' sur son égal DAF^ de 
manière que A' tombe en A , et que les cdtés h!Of AfV, tomr 
bent respectifement sur AD et AF, la perpendiculaire A'B^ au 
plan de l'angle D'A'F' coïncidera nécessairement avec la per- 
pendiculaire AB au plan de l'angle DAF; les deux plans qui 
formeaat l'angle diëdre D'A'B'F, coïncident donc ayee les deux 
plans qui forment l'angle dièdre DABF ; ces angles dièdres sont 
donc égaux. 

3*, U angle des perpendiculaires varie dans le même rapport 
que l^ angle dièdre; en e£Fet; soient trois plans quelconques 
kS^kE'^ kC (Jig. 146) , qui se coupent suivant une droite AA"; 
si par un point quelconque A de l'intersection , on mène dans les 
trois plans des perpendiculaires AB, AE, AG, à cette intersec- 
tion , ces perpendiculaires seront dans un plan perpendiculaire 
à A A' (n* 1 3o). Il s'agit de prouver que 

( \ J ^^^^ ^^^^^ ^KA!C : VangU dièdre BAA'E 

^'^ I V.rangle^kCir angle ^kS.. 

Lorsque les angles BAC, BAE, sont dans un rapport commen- 
surable , si Ton décrit un arc F£G de A comme centre avec un 
rayon quelconque, les arcs BC, BE, seront entre eux dans le 
même rapport. Supposons que le rapport donné soit celui de ^ à 
q'\ si l'on divise l'arc BC en ^ parties égales, l'une de ces pai*ties 
sera contenue q' fois dans l'arc BE3 de sorte qu'on aura 

l'angle BAC : l'angle BAE M q \ q\ 

Menant un plan par chaque point de division de l'arc BC et 
par la droite AA', il résulte de (2®) que l'angle dièdre BAA'C 
sera divisé en q parties égales, et que l'angle dièdre BAA'E con- 
tiendra q de ces parties; on aura donc, 

VangU dièdre BAA'C : l'angle dièdre BAA'E \l q : q'. 
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Ces deux deroiërei proporiions font voir que 

tangU dièdre BA A'G : VangU dièdre BAA'E 
:: l'angle BAC : l'angle BAE. 

4**. La proportion (i) convenant à des augles conimensura- 
bles quelconques y on a démontré (^Algèbre j n* i3) qu'elle doit 
encore aubsister quand les angles rectilignes BAC, BAE|Sont in- 
Gommenaurables. 

On peut d'ailleurs démontrer directement cette propriété«En 
effet, si le dernier terme de la proportion (i) n'était pas Fangle 
BAlE, il serait plus grand ou plus petit. Supposons'le plus 
grand , et soit , s'il est possible, 

[ «'^^^ d^^^re BAA'C : angle dièdre BAA'E 
^^^ ( :: angle BAC : angle BAP. 

Divisons l'are BC en parties égales moindres que EP , il tom- 
berait an moins un point de division R sur ËP; et en menant 
le plan AA'R'R , \e9 arcs BC, BR , seraient couunensurables ; on 
aurait donc 

r 

angle dièdre BAA'C \ angle dièdre BAA'R 
' :: angle BAC : angU BAR. 

Cette proportion; combinée avec la précédente, donnerait 

anglfi dièdre BAA'E : angU dièdre RAA'R 
:: angU BAP : angU BAR. 

Mais; l'angle dièdre BAA'E est plus petit que BAA'R ; il 
faudrait donc, pour que la dernière propoi*tion pût exister , 
que l'angle BAP fût plus petit que l'angle BAR; ce qui n'a pas 
lieu. La proportion (i) ne peut donc pas subsister avec un qua- 
trième terme plus grand que BAE. 

On prouverait de même que cette proportion ne peut sub* 
•ister avec un quatrième terme plus petit que BAE. 

Donc la proportion (1) est vraie dans tous les cas; donc Tangle 
dièdre est mesure par ?angle des perpendiculaires. 

1 75. D^CNiTiON. Lorsque deux plans font entre eux un angle 
droit, on dit tfU'hlê sont perpendiculaires fun à l'autre. 
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176. TnioRiMS (y?^. i47)* Quand diux plans êe rencon- 
trent^ la 8omme des deux angles adjacena formés par ces plans 
est égale à deux angles droits. 

Soit ABC un plan qui rencontre le plan PQ; par un point D 
de l'intersection AB y menez £F perpendiculaire à AB dans le 
plan PQ , et DG perpendiculaire a AB dans le plan AC ; les an- 
gles GDF, GDE, mesurent les inclinaisons du plan AC avec les 
deux parties BQ , 6R , du plan PQ ; or , GDF + ODE est égal à 
deux angles droits ; donc le plan AC fait avec le plan PQy deux 
angles adjacens dont la somme est égale à deux angles droits. 

177. TflioBiiKE {fig. 148). Lorsque deux plans se coupent j 
ils forment des angles opposés au sommet qui sont égaux • 

Soient les deux plans PQ , CH ; par un point D de leur inter- 
section AB , menez dans les deux plans des perpendiculaires EF, 
GI à AB; les angles formés par ces deux perpendiculaires mesu- 
reront les angles dièdres correspondans formés par les plaas; or, 

l^angU GD£ = IDF, et PangU GDF = IDE. 

La proposition est donc démontrée. 

1 78. THioRÀME {fig. 1 49). Deux plans parallèles j coupés par 
un troisième j jouissent des mêmes propriétés dans les angles 
qu*ils forment apec ce troisième plan j que deux droites parai- 
lèles à regard d^une troisième droite qui les coupe. 

En cffet^ si Ton coupe deux plans parallèles QY , NV, par un 
plan RF; les intersections P2., DC, seront parallèles. Par un 
point quelconque z de Vz, menez un plan SX perpendiculaire 
à P2 ; ce plan sera perpendiculaire sur la droite CD parallèle à 
P;; (n° 134)9 et les intersections du plan SX ayec les plans 
QY, NV, RF, seront les droites Qj^, N6, aR; les deux premières 
droites seront parallèles; N6 et aR seront perpendiculaires à 
CD y aR et Qj' seront perpendiculaires sur Vz\ les angles formés 
par les droites Qy , "Nb , aR , mesureront donc les angles formés 
par les plans QY, NV, RF. Mais, les propriétés des parallèles 
Qy, Nfr; coupées par la droite aR , donnent 

l^ angle QiC+NC* = deux angles droits , 
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Sangle R«Q= RCN = azyz=zaQh, 
tangU Rz^ = RC6 = a«Q = aCN. 
Le principe énoncé est donc démontré. 
Remarque {fig- i5o). La réciproque n'est pas vraie; car il 
est évident, par exemple y que deux plans ABC, D£F , qui ne 
sont pas parallèles, peuvent former des angles égaux arec un 
troisième plan FQ. 

179. TnioBiME (Jig' i5i). Lorsque deux plana qui se cour' 
j}ent sont respectiifenutnt parallèles à deux autres plans ^ Vin" 
tersection des deux premiers plans est parallèle à l'intersection 
des deux autres j et les angles formés par les deux premiers 
plans sont respectivement égaux aux angles formés par les deux 
autres plans» 

Concevez quatre plans PQ, PR, TN, TS, parallèles deux à 
deux, et qui se coupent suivant les droites PZ, TG; prolongez 
les plans PR,TN, jusqu'à leur intersection CD; les intersections 
CD, ZP, du plan DR, avec les plans parallèles DN, PQ, seront 
parallèles-, les intersections CD, GT, du plan TN, avec les plans 
parallèles DR , TS , seront aussi parallèles ; les intersections TG, 
PZ seront donc parallèles entre elles. 

De plus, en vertu du théorème précédent, l'angle dièdre 
RZPQ est ^al à RCDN , et RCDN est égal à SGTN -, donc 
RZPQ est égal à SGTN ; ce qui démontre le principe énoncé. 

180. TuioRiscE {fig, iSa). Lorsqu'une droite- est perpendi - 
culaire à un plan^ tous les plans conduits par cette droite sont 
perpendiculaires au premier plan. 

Par la droite ML perpendiculaire au plan GE , menez un plan 
quelconque CK; dans le plan G£, tirez LN perpendiculaire sur 
l'intersection CD des plans GË, CR; la droite ML, perpendî^ 
culaire au plan GË , sera perpendiculaire à la ligne LN située 
dans ce plan; l'angle MLN sera donc droit ; mais cet angle me- 
sure l'inclinaison des plans CK, G£ (n° >74)) ^^^ plans sont 
donc perpendiculaires l'un à l'autre. 

181. ToÉoRèBCE {fig. i53). Tout plan parallèle à une per- 
pendiculaire à un planj est perpendiculaire à ce dernier plan. 



90 THÉORÈMES 

La droite ON étant perpendiculaire au plan GE, menés un 
plan GR parallèle à ON ; du pied N de la pcrpendicalaire ON, 
menez NL perpendiculaire sur l'intersection CD des plana GE, 
CK.; par les droites NO, NL, conduisez un planONL, il cou- 
pera le plan CK suivant une droite LM parallèle à NO (n® i44)- 
Mais, NO est perpendiculaire au plan GE; LM est donc perpen- 
diculaire à ce même plan (n* i34); donc le plan CK, qui con- 
tient LM , est perpendiculaire au pian GE (n" i8o). 

i8u. THioaiiiE {^fig. i5a). Quand deux plan» mrUpêrpên* 
diculaires If un à Vautre ^ si par un point de If un de ces plané on 
mène dans ce plan une perpendiculaire à l'intertection des 
deux plans j cette droite sera perpendiculaire à P autre plan. 

Soit le plan CR perpendiculaire au plan GE ; par un point 
quelconque M du plan CR, menez dans ce plan une perpendi- 
culaire ML à l'intersection CD , et, par le point L^ menez dans 
le plan GE U droite LN perpendiculaire à CD; l'aagle MLN 
mesurera l'inclinaison des plans CR, GE; cet angle sera donc 
droit. Mais l'angle MLC est droit; la ligue ML est donc perpen- 
diculaire à deux droites LN, LC, qui passent par son pied dans 
le plan GE*, donc elle est perpendiculaire au plau GE (n^ laS). 

i83. TnéoRèicx {fig. i5l). Lorsque deux pUuts so9U perpen- 
diculaires If un à l'autre , si dfun point quelconque de If un de 
ces plans on ^nène une perpendiculaire à l'autre plan^ elie sera 
tout entière dans le premier plan. 

Conqefez deux plans CR, GE, perpendiculaires l'un k l'autre, 
et qui se coupent suivant CD ; d'un )>oiut quelconque M du pre- 
mier pian, menez ML perpendiculaire à CD; la droite ML, 
•ituée dans le plan CR, sera perpendiculaire au plan GE (n"* 1 8a). 
Mais, par le point M , on ne peut conduire qu'une perpendicu- 
laire au plan GE; la |)er pend icul aire menée d« point M sur le 
plan GE est donc dans le plan CR. 

184* THioRÈifX {^. i54)* Lorsque deux plafts sont perpen- 
diculaires l^un à Vautre j toute perpendiculaire à l'un des plans 
est parallèle à Vautre plan ; car les plans CR, GE, étant per- 
pendiculaires l'un k l'autre ; si la perpendiculaire au plan G£ , 
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tirée par ub point quelconque N de ce plan , n'était pas paral- 
lèle au plan CK, elle rencontrerait ce plan en un point M ; me- 
nant de ce point une perpendiculaire ML sur ^intersection CD 
des plans G£, CK, la ligne ML serait perpendiculaire au plan 
G£ (n* 183). Mais la droite MN est aussi perpendiculaire au plan 
G£ ; donc on pourrait abaisser du même point deux perpeudi - 
culaires à un plan; ce qui est impossible (n° i3i, i®). 

i85. Taiowba {^fig. i55). U intersection de chu» plans pef 
pendiculaires à un troisième ^ est perpendiculaire à ce troisième 
plan. 

Soient les plans LN^ CR, perpendiculaires au plan G£; si par 
le point B, pris sur ^intersection des deux premiers, on menait 
mie perpendiculaire au plan G£ , elle devrait se trouver dans 
chacun des plans ISS , CS. (n® i83) ; cette perpendiculaire est 
donc l'intersection AB des plans LN , CK. 

18& TaioiiME (^Jig. i55). Tout plan perpendiculaire à 
deux autres^ est perpendiculaire à l'intersection de ces deux der- 
niers plans. 

Le plan G£ étant perpendiculaire aux plans CR, LN , ces 
deux derniers plans sont perpendiculaires au plan G£ ; leur 
intersection AB est donc perpendiculaire au plan G£ (n^ i85) ; 
le plan «GE est donc perpendiculaire à l'intersection AB des 
plans CK., LN. 

187. TnioBiiix (/ig, i56). Lorsqu'une droite CF n'est pas 
perpendiculaire à un plan PQ ^ on ne peut mener par cette 
droite qufun seul plan perpendiculaire au planVQ; car si l'on 
pouvait conduire par la ligne CF deux plans CD, CE, perpen* 
dîcnlaires au plan PQ , en tirant d'un point quelconque C de 
CF des perpendiculaires CA, CB, sur les intersections AD , BE, 
du plan PQ avec les plans CD , CE , les droites CA, CB, seraient 
perpendiculaires au plan PQ (n° 182) ; on pourrait donc mener 
d'un point C , deux perpendiculaires C A , CB , au plan PQ ; ce 
qui est absurde. 

188. TnioRèME (^. 157). Pour conduire par la droite E¥j 
un plan EFDA perpendiculaire au plau Vil, il suffit de nmner 
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d*un point quelconque C de EF^ une perpendiculaire CA au plan 
PQ(ii*> i4o); le planEFD A j conduit par les droitesEF^Ck^sera 
le plan demandé (a® i8o). 

Si EF était perpendiculaire au plan PQ , les droites £F , CA, 
se confondraient^ et le plan EFDA de ces droites ^pourrait 
prendre une infinité de positions. 

189. THioRiME {fig, i58). Lorsque par deux droites paral- 
lèles j'^A^ MU, on mène des plans AP,HR> perpendiculaires à 
un plan GE^ les intersections BP^ FK^ de ces plans af^ec le plan 
GE sont parallèles. 

Si par deux points N, M, des parallèles NA, MH , on mène 
des droites IVP, MK, perpendiculaires au plan GE^ ces droites 
seront parallèles (n" i35) et situées dans les plans AP, HK 
(n** i83) ; les droites NA, NP, étant respecti?emeiit parallèles 
aux droites MH , MK, les plans AP, HK, de ces droites sont pa- 
rallèles (to? iSg); les intersections BP, FK^ de ces plans arec le 
plan GE sont donc parallèles (n^ i53). 

§ rV. Des Lignes proportionnelles. 

190. TnÊORiHE {fig, i5g). Si d'un point l, pris hors du plan 
EG^ on tire des droites à diffèrens points IL, h, M^ A, B^ C^ 
D^ F^ de ce plan, et si l'on mène un plan eg parallèle à £G^ 
qui rencontre ces droites en, k, l, m, a, h, c, d,fj les droites Vk, 
Wj, 1M^ IA^ IB^ IC^ ID^ IF^ seront coupées en parties propor» 
tionneUes ; ' les triangles KLM^ klm^ seront semblablesj ainsi 
que les polygones ABCDF^ àbcdf; les surfaces de ces triants 
et de ces polygones seront proportionnelles aux quarrés des per^ 
pendiculaires W, \p, menées du point I sur les plans £G^ eg. 

De sorte quon aura 

(»^. . . IK : u îML : i/::iM \\m\\\A\ \a :: ib : u,etc., 

(2). . . ÎP*: \p\\ KLM : klm :: ABCDF : dbcdf. 

En effet, les intersections \M, Im^ du plan ILM , ayec les 
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plans parallèles EG, eg^ sont parallèles. Par une raison sem- 
blable, les droites MK, K.L, MA, AB^ BG, etc., sont respecti- 
vement parallèles aux droites mk , hlj ma, ab, bc, etc.; on a donc 



MK 


IK 


KL 


IL 


LM 


IM 


mk~ 


"1* 


-17 


~"I/ 


~~ Im 


~lm 



_1P _ lA _AB_ IB _ BC 
""Ip~ I« ""aA"" \b ^ bc' ^^' 

On en dédait, LM : Im M IP ! Ip, AB : oA :: IP : 1)>, 

(1)... IK :iA::iL:i/::iM:im::iA:ia::iB:iA, etc., 
(3). .. KL : w :: LM : /m :: MK : mi&. 

Il résulte des proportions (i) que les droites IK, IL, IM, 
lA, IB, etc., sont coupées en parties proportionnelles par les 
plans parallèle £G, eg. 

Les proportions (3) démontrent que les triangles KLM, klm , 
sont semblables. 

On prou'verait de même que les triangles ABC, ACD, ADF, 
sont respectirement semblables aux triangles abcj acd, adf\ les 
polygones ABCDf , abcdf, sont donc semblables. 

Les surfaces semblables étant entre elles comme les quarrés 
de leurs côtés homologues, on a 

KLM : klm :: lm*: /m :: Ip*: îp\ 

et ABCDF : abcdf y. Tb l'ab ::1f l Ip.* Donc 

(2)... îp*: Tp*:: klm : kim :: abcdf : abcdf. 

191. TnéoRbcB {^. ]6o). Deux droites ^ situées d'une ma^ 
nière quelconque dans V espace j sont coupées en parties pro- 
portionnelles par trois plans parallèles. 

Concevez trois plans parallèles L, M, N, qui coupent deux 
droites AB, CD, aux points A, P, B, C , R , D-, menez la parallèle 
CK à AB , qui rencontre les plans M , N , en H et K; les lignes 
HR; KDy sont parallèles (n'' 1 53) \ les droites CK^ CD^ sont don« 
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«oupces eii parties proportionnelles aux points H, R; on a donc 
CH : HK :: CR : RD. Or, AP=CH, PB=HR (n« 157); 

donc, AP : PB :: CR : rd. 

§ V. Propriétés des jongles solides. 

192. DiFiMiTioN. L*espac€ compriê ^rUre pluêieurt plans qui 
se réunissent en un même points se nomme amglb mxlidb. 
Ainsi {fig. i6i)y les plans BDE, BEF, BDF, forment Fangle 
solide B ; les arèUs de cet angle solide sont les înteraeetions BD, 
BE, BF, de ces trois plans; et les angles plans DBE, EBF, DBF, 
sont \es faces de l'angle solide. 

193. TnioBiiEX {fig. 161). Lorsque trois angles plans Jwrment 
un angle solide^ chaque angle plan est plus petit que la somme 
des deux autres. 

Il sufBt de proarer que le plus grand des trois angles plans est 
moindre que la somme des deux autres. ConceTCz an angle so- 
lide B , formé par trois angles plans DBE y EBF, DBF, et sup- 
poses que DBF soit le plus grand de ces trois angles. Dans le 
plan JDBF , menez la droite BK sous un angle DBK = DBE ; 
prenes BH = B£; par un point quelconque F de BF, et les 
points H, £, tirez les droites FHD, FE; menez la droite DE. Les 
triangles DBE y DBH^ seront égaux, comme ayant un angle égal 
compris entre câtés égaux; les C(\tés DE, DH, seront donc 
égaui.Or, 

DH + HF<DE + EF; donc HF<EF. 

Les côtés BF, BH, du triangle HBF, étant respectivement 
égaut aui côtés BF , BE , du triangle EBF , et HF étant plus 
petit qu6 EF, on sait que l'angle HBF est plus petit que EBF. 
Mais les angles HBD, EBD, sont ^aux; donc 

HBF + HBD<EBF-f-EBD, ou DBF < EBF + EBD. 
Ce qui démontre le principe énoncé. 

194. TniioRiafE {fig, 162). La somme des angles plans j qui 
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forment un angle 9olide ocwybxe (*), ^st moindre que quaite an^ 
glês droits, 

MenoDS un plan qui coupe les faces de l'angle solide A , sui* 
Tant le polygone CBEFD ; si, d'un point quelconque M, pris 
dans l'intérieur de ce polygone, on tire des droites MG^ MB, ME, 
MF y MD, aux sommets des angles du polygone, le théorème 
précédent donnera 

MCB+MCD<ACB+ACD, MBC+MBE<ABC+ABE, etc. 

Gela posé : considérons les côtés du polygone comme servant 
de bases aux triangles dont les sommets sont en M , et à ceux 
dont les sommets sont en A ; nous pouvons déjà conclure que 
la somme des angles à la base des premiers est plus petite que la 
la somme des angles à la base des seconds. Mais il y a autaut de 
triangles autour du point M qu'autour du point A; donc la 
somme de tons les angles des premiers est égale à la somme de 
tous les angles des derniers^ donc la somme des angles qui sont 
au point M doit être plus grande que la somme des angles qui 
sont au point A. Or, la somme des angles en M est égale à quatre 
angles droits; donc la somme des angles plans assemblés en A est 
moindre que quatre angles droits. 

195. TnioRiMB (fig. i63). Lorsque les trois angles plana qui 
forment un angle solide j sont respectii^ement égaux aux trois 
angles plans qui forment un autre angle solide j les angles plans 
égaux sont également inclinés If un sur If autre, 

Concerez deux angles solides S, S^, formés par trois angles 
plans égaux chacun à chacun , 

DSE = iys'E', DSF = D'S'F, ESF=E'S'F'. 

Pour démontrer que l'angle formé par les plans DSE^ DSF, 
est égal à l'angle formé par les plans D'S'E', D'S'F', il suffit de 
faire Toir que les angles rectiligncs qui mesurent ces angles diè- 
dres sont égaux entre eux. A cet e£Pet, par un point quelcon- 

(*} On dit qu'on «mgle solide est eonuexCf lorsqu^nne droite nepcnt pas 
rencontrer ses faces en pins de denx points. 
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que A (le l'intersection SD des plans DSE , DSF , on mènera 

dans ces plans des perpendiculaires AB, AC, à l'intersection SD; 

l'angle BAC mesurera l'inclinaison des plans ASB, ASC. Pre« 

nani S'A'=: SA , et menant dans les plans D'SE^, lïS'Y^, des 

perpendiculaires A'B', A^C, sur l'intersection S^D' de ces deui 

plans^ l'angle B'A'C mesurera l'inclinaison des plans A^SVy 

A'S'C 11 suffit donc de démontrer que les angles BAC, WAfG 

sont égaux. Gela n'offre aucune difliculté; car les angles AlSB, 

A'S'B' étant égaux par hypothèse, et les angles BAS, B'A'S', étant 

droits par construction, les triangles BAS, B'A'S', ont un côté 

égal AS= A'S^ et les angles adjacens égaux; ces triangles sont 

donc égaux. On prouverait de même que les triangles rectangles 

CAS, CA'S'f sont égaux ; donc 

AB = A'B', AC = A'C', SB = S'B', SC=S'C'. 

Les triangles BSC, B'S'C, ayant un angle égal BSCssB'S'C, 
compris entre côtés égaux, sont égaux; donc BC = B'C; les 
triangles BAC, B^A'C, sont donc égaux^ et par suite, les angles 
BAC, B^A'C^ sont égaux; l'angle des plans ASB, ASC, est donc 
égal à celui des plans A'S'B^, A'S^C 

i'^Kemauque. Lorsque les droites SE^ S'E'^ sont placées du 
même côté par rapport aux plans D3F^ D'S'F^ les angles solides 
S^ S^j sont égaux. Lorsque ces droites tombent de diffère ns cutis 
des mêmes plans j les angles solides Sj S'j ne peupent pkis coïnr 
cider; on dit alors que ces angles sont sYuàTBiQiniSj parce que 
toutes leurs parties constituantes sont les mêmes ^ mais dispo» 
sées seulement dans un ordre inverse. 

En effet, les angles DSE, DSF, sont respectivement égaux aux 
angles D'^S'E', TVSF'j et les plans de ces angles sont également 
inclinés. Par conséquent : 

i^. Lorsque les droites SE, S'E^ tomberont du même côté des 
plans DSF, D'S'F, en plaçant les angles égaux DSF, D'ST', Pan 
sur l'autre , de manière que leurs côtés coïncident , les plans 
DSE, D'S'E', coïncideront, et SE tombera sur S'E'; de sorte que 
les plans des angles solides S, S', coïncideront; ces angles solides 
seront donc égaux. 
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2®. Quand la droite S£, étant placée en avant du plan DSF, 
la droite S'E' est placée denri^e le plan D'ST, en S'E" par 
exemple ; si l'on pose Pangle D'S'F' sur son égal DSF , les plans 
iyS'£^ FST', tomberont derrière le plan DSF, et leur inter- 
section S'E* tombera eo Se , derrière le plan DSF , tandis que 
la droite SE eit en ayant de ce plan -, les faces des angles solides 
S, S\ ne pourront donc pas coïncider ; ces anglts solides seront 
symétriques. Prenant SMeï: SB , et tirant les droites bA,bC, 
toutes les faces de la pyramide triangulaire SAbC seront res- 
pectirement égales aux faces de la pyramide SABC ; les inclinai- 
sons de ces faces seront les mêmes, mais les pyramides ne pour- 
ront pas coïncider, et seront symétriques. 

Les soUditis de ces pyramides sont égales (*). 

2* BsMABQxrx. Si l'on appliquait la face ASC sur une gkiçe 
plane j la pyramide BASC se peindrait de l'autre côté de la 
glace en bK$C 

Cette propriété est générale : lorsqu'on présente un corps de- 
vant une glace plane j on aperçoit dans la ^ace le corps symé- 
trique. Les parties constituantes de ces deux corps sont les 
mêmes , elles sont seulement disposées dans un ordre inverse. 

196. TflioBiia {Jig, 164). Si dfunpomtpris dans l'intérieur 
d'un angle dièdre^ on abaisse des perpendiculaires sur les deux 
plans qui formant cet angle dièdre , l^ angle Jbrmé par ces per^ 
pendiculaires sera le supplément de l'angle dièdre formé par 
ces deux plans. 

Par un point quelconque P, menés des perpendiculaires PC, 
FN, aux plans AX , AT ; leplan CFN, conduit par ces deux li- 
gnes, étant perpendiculaire aux plans AX, AT (n® 180) , sera 
perpendiculaire à l'intersection AB de ces deux derniers 
plans (n** 186); lés> d]x>îtes QC , QN, intersections de ces plans 
avec le plan CFN, seront donc perpendiculaires sur AB; 
l'angle CQN mesurera done l'inclinaison des plans AX , AT. 
Mais, dans le quadrilatère QCPN, les angles N et G étant droits , 



(^) Voyez la Géométrie de Lkobvdre. 
Géométrie, 
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la lomme des angles Q, P, vaut deux angles droits. L'angle CPN, 
fionné par les perpendiculaires PC^ PN, aux plans ÂSi, AY, est 
donc le supplément de l'angle CQN formé par ces plana. 

197. TvbavàxB {fig. i65). Si d^ un point pria dans l' intérieur 
d^im angle solide triple {^) j on abaisse des perpendiculaireg sur 
les trois faces , ces perpendiculaires seront Us arêtes d^un nouvel 
angle solide triple j et les angles plans de l'un quelconque de ces 
deux angles solides seront les supplémens des angles dièdres cor' 
respondans de l^autre angle solide. 

En effet, soient SA, SB, SC, les arêtes d'un angle solide 
triple S ; les perpendiculaires OP , OQ , OR , abaissées d*uQ 
point intérieur O sur les faces ASB, ASC, BSG, seront les 
arêtes d'un nouvel angle solide triple O. 

Cela posé: i**. les droites OP,OQ, étant respcotîtaneat per- 
pendiculaires aux faces ASB , ASC, on a tu (n® ig6) que l'angle 
plan POQ de l'angle solide O est le supplément de Fangle dièdre 
BASG formé par les faces ASB, ASC, de l'angle solide S. 

On prouverait de la même manière que les angles plans POR, 
QOR, de l'angle solide O, sont les supplémens des ang^ 
dièdres ABSC, ACSB, formés par les faces de l'angle solide S. 

a^ Le pUn IK)Q passant par deux droites OP 9 QQ> • respecti- 
vement perpendiculaires aux faces ASB, ASC, est perpendi- 
culaire à l'intersection SA de ces deux faces ; ainsi, l'arète SA 
de l'angle solide S, est perpendiculaire à la face POQ de l'angle 
solide O. Par une raison semblable , les deux autret ftKèles SB, 
se, ie l'anglq solide S, sont respectivement perpendionlaives aax 
demi, autres farces POB > QOR, de l'angle solide 0% 

Par oQfiféqueat, il résulte du principe général ^i a été dé- 
montré^i®), que leij^ angles plans de l'angle solide S aost les snp 
plémens des angles dièdres de Fangle solide O. 

Vangjl^ soUdeQ„fbrmé par lea perpendiculalnes OP;QQ^ OR , 
aux (aces de V^ngle solide S^ se nomme ordinairement Vkn^jo* 
liii^ sMppUm^ntaire de l'angle soli Je* S. 

(*) On nppellc angle solide triple ou angle trièdre, Tanglc forme par iroi» 
plans qui &e coupent en un point. 
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§ VI. Propriétés relatives aux centres des paraUé^ 
logrammes et des parallélépipèdes. Propriétés rela-- 
tives à la sphère. 

198. Le centre d'un polygone ou d'un polyèdre est le point 
<|ui dirise en deux parties égales toute droite menée par ce 
point , et terminée à deux côtés du polygone ou à deux faces 
du polyèdre. 

La même définition s'applique aux lignes et aux surfaces 
courbes. 

199. I*' THioBÈME. ifig. 20). Le point de rencontre des dia- 
gonales d^un parcdUîogramme est le milieu de ces diagonales y 
ce point est le centre du parallélogramme ^ et les droites quijoi" 
gnent les milieux des côtés opposés passent par le centre. En e£Pet : 

i^ Soit O le point d'intersection des diagonales AC, BD, du 
pariallélc^amme ABCD. Il faut prouver que toute droite EF, 
menée par le point O , y est dirisée en deux parties égales OE, 
OF. Or, les côtés AB, DC, étant égaux et parallèles, l'angle 
ABO = CDO, et l'angle BAO = DCO; les triangles OAB, 
OCD, sont donc égaux; on a donc, OA = OC, OB = OD. 

!a*. On peut conclure de ( i*) que les triangles OAF, OCE, sont 
égaux « car ils ont 

l^angU OAF==OCE , l'angU AOF=C0E , et le côté O A =OC. 

Donc OE=0F. Le point O est donc le centre du parallélo- 
gramme. 

3*. Si l'on tire une droite MON par le milieu M du côté AB et 
par le centre O , on prouvera oemme ci-dessus que les triangles 
OAM , OCN , sont 4aux \ donc AM ss CN. 

Or, AB = CD, AM = iAB = ia)j doncÇN = iCD. 

Le point N est donc le milieu de CD. La droite, menée par 
les milieux de deux côtés opposés d'un parallélogramme , passe 
donc par le centre de ce parallélogramme. 

2* TnioBiiiK. Toutes les diagonales d*un parallélipipède se 
coupent en un même points qui est le milieu de ces diagonales ; 
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C€ point têt le centre du parallélépipède, et les trois droiies qui 
joignent les centres des faces opposées passent par le ceiUr^ du 
para Uélépipède, 

Soit le parallélépipède DG (Jîg. i66). On sait que toutes ses 
faces sont des parallélogrammes. 

Pour démontrer que deux diagonales quelconques DG, AF^dn 
parallélépipède DG, se coupent en un point O, on obserrequeles 
droites AG , DF, étant égales et parallèles à CE , sont égales et 
parallèles entre elles; et par conséquent, les diagonales DG, AF 
se rencontrent, puisqu'elles sont dans le plan des deux parallèles 
AG, DF. 

De plus, si l'on mène les droites âD, GF, la %are ADFG 
sera un parallélogramme , et l'on a prouyé que dans ce parailé- 
l(^ramme, les diagonales DG, AF, se coupent en un point O, qni 
est le milieu de ces diagonales. Donc, OD =OG et OA = OF. 

Il est facile de faire Toir que toutes les autres diagonales do 
parallélépipède passent par le milieu O de la diagonale DG; car 
en tirant une diagonale quelconque CH, les droites HG, DC, 
égales et. parallèles à FE , sont égales et parallèles entre elles, et 
en menant les droites DH, CG, la figure CDHG est un parallé* 
logramipe , dans lequel la diagonale CH passe par le milieu 
de la diagonale DG; on a OC:=:OH. 

Le milieu O de la diagonale DG est le centre du parallélépi* 
pède ; car en menant par ce point une droite PQ qui ren* 
contre les faces BG, D£, en P et Q, les intersections PG, QD, 
du plan PGDQ^aTec les plans parallèles BG, DE, seront parai* 
lèles ; mais OG = OD ; les triangles équiangles OPG , OQD, sont 
donoégaux ; la droite PQôit ddbc divisée en deux parties ^;ales 
au point O ; ce point est donc le centre du parallélépipède. 

Enfin , toute droite menée par les centres de deux £sces op- 
posées, passe par le centre O du parallélépipède ; car en con* 
duisant un planhpar les parallèles DC, UG, il coupera les faces 
parallèles BDFH, AC£G, suivant des droites DH, CG,qni seront 
parallèles; les milieux M, L, de ces droites, seront les centres des 
faces opposées BDFH , A<]!EG, et l'on a fait voir que dans le 
parallétegramme DGGH, la droite qui joint les milieux M, L, 
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des c&tés DH , CG, passe par le centre O de ce parallélogramme. 

200. PkoMi^m» (/^. 167). Connaissant les c6Us d^un parais 
lélépipède reetangU^ déterminer la grandeur de la diagonale, 
ainsi que les angles quf elle forme avec ces côtés. 

Désignes les cAtés connus^ FH^ FD , F£^ par a ^byC^lst dia* 
gonale AF par c^^ et les angles AFH» AFD, AFE, par «9 C, y ^ tires 
les droites BF, AH ^ A£ , AD ; les angles BHF, ABF, étant droits , 
TOUS anres 

rôVs a* + 6*, AF = d" = BF V BÂ = a» + ^* + c*. 

Les angles FHA , FDA , FEA , étant droits, les sinus de ces 
angles sont égaux au rayon des lignes trigonométriquesj et les 
angles FAH, FAD, FAE, sont les complémens des angles a, 
C y y. Supposant donc le rayon égal à l'unité , les triangles rec- 
tangles FHA, FDA, F£A , donneront 






I : COS My 

b II i l COS Cf 

c :: 1 : COS y. 



FA : FH :: si» AHF : sin FAH, ou d 
FA : FD :: sin ADF : sin FAD, ou d 
FA : FE :: sin A£F : sin FAE, ou d 

On a donc 

flPssa'-f- ^""i"^*» cosm^s-^j co5C = -j, co«y = -v 

Ces ftrmules serviront à trouver les valeurs des quatre incon- 
nues |(/, «I ff^y. 

Si Fon ajoute les quarrés des trois cosinus, on trouvera 

cor M + cos*b + cor y = %^ =b — = i-, 

Od voit donc que la somme dès quarrés des cosinus des an^ 
giea que la diagonale d'un. parallélépipède rectangle fait auee 
trois arêtes contigues de ce parallélépipède ^ est égale au quarré 
du rayon des lignes trigonométriques» 

201. TnioBiiiX (Jig» 168). Deux plans se rencontrent né- 
cessairementj lorsqu'ils sont respectivement perpendiculaires à 
deux droites qui ne sont pas parallèles. 

Les droites EF, GH, n'étant pas parallèles , conduises deux 
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plans AD , BR^ respectivement perpendieuhires k ces droites; 
si ces plans ne se rencontraient pas , ils seraieat parallèles; la 
droite EF, perpendiculaire an plan AD, serait aussi perpen- 
diculaire au plan BM, parallèle au plan AD (n* i55); les 
droites £F, GH, perpendiculaires au plan BR, seraient donc 
parallèles (n^ i35) , ce qui est contre Fhjpothèse. 

202. TnioBiMX {fig. 169). La droite AC étant pêrpendicw 
laire au plan PQ^ et la droite GH n'étant pa» pariallèle à ce 
planj toîit plan perpendiculaire à GH^ rencontre la droite AC 

Menez le plan BR perpendiculaire à GH; si ce plan ne ren- 
contrait pas la droite AC , il serait parallèle à cette droite 9 mais 
AC est perpendiculaire au plan PQ; le plan BR serait done per- 
pmdiculaire au plan PQ (n*^ 181); la ligne GH, perpendicu- 
laire au plan BR , serait donc parallèle au plan PQ (n® i84)> œ 
qui est contre l'b jpothèse. Tous les plans perpendici 
rencontrent donc la droite AC 

203. TBioaiiiE 0^. 170). Lorsque par le milieu éfunm 
on mène un plan perpendiculaire à cette droite j il en réeutie ,çue : 

I^ Les distances de chaque point du plan aux extrémitéê de 
la droite sont égales entre elleè ; 

2^ Les points de ce planj, jouissent seuls de cette proprUié. 

1*. Par le milieu B de AD , conduisez le plan GE perpendico- 
laije sur AD -, d'un point quelconque R du plan GE, menés des 
droites aux extrémités de AD, et tires BR; les angles RBA, 
RBD, seront droits ; or, BA=BD, les triangles rectangles RBA, 
RBD, sont donc ^aux ; les distances RA, RD, sont donc égales. 

2^ Si par un point S situé hors du plan GE, on mène la droite 
SA qui rencontre le plan GE en R, et si l'on tire les droitesDR^ 
DS , on aura 

RA=RD(i^),etSD<RS4-RD,SD<RS+RA,SD<SA. 

204. PaoBLiME {fig, 171). Circonscrire une sphère à une 
pyramide triangulaire; ou , en d'autres termes, déUrminer une 
sphère dont la surface passe par les quatre sommets d^une pyra- 
mide triangulaire» 
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Soît la pyramide triangulaire ABCD) la Mrfaot de la sphère 
devant pauet par le» quatre aoniineta A, B, G^ D^ le centre de la 
sphère doit être également éloigné de ces qliatré poidta. Gefa 
posé: tons les points également distans des extrémités ByC, de 
BC, sont dans le plan MPE conduit perpendiculairement à BC, 
par le milieu M de BC (n^ 2o3) ; le centre de ta sphère de- 
mandée est donc situé dans le plan MPE. Si par le milieu N de 
CD^ OD mène un plan NPE perpendiculaire à CD, le centre devra 
aussi se trouver dans ce plan. Le centre sera donc situé sur t'in- 
tersection FE des plans MPË , NPE. Or, le centre doit aussi se 
trouver dans le plan GH perpendiculaire sur le milieu Q de 
AB; Pin tersection I de ce plan arec la droite PE^ sera donc le 
centre ae la sphère demandée. Et en effet, les plans MPE, TflPÈ , 
GH| étant respectivement perpendiculaires sur les milieux dÈl^ 
droites BQ CD, AB, le point I qui appartient â ces trois ptans est 
également distant de B et C, de C et J>, de V et A (n^ 2o3) ; les 
droites lA, IB, IC, ID, sont dotic ^ales. La sphère décrite 
du point I comme centre , avec le fi^n lA, passera donc par les 
quatre iommets A, B, C, D, de la pyramide. 

Lte centre I existe toujours. En eltét, les droites CB, CDj se cou- 
pant, tes plans MPE , NPE, perpendiculaires h ces.droites, se ren- 
(5ontrent toujours suivant une droite PË (n^ ao i ) ; les droites CB , 
CD, étant respectivement perpendiculaires aux plans MPE, 
NPE, le plan BCD est perpendicodaire à chacun des plans MPE, 
NPE, (n^ i8o); le plan BCD est donc perpendiculaire à Tinter- 
section PE (n® i86) ; d^aflleurs, la droite AB n'étant jamais pa* 
ralfèfe an plan BCD , le plan GH , perpendiculaire sur AB , ren- 
contre toujours PE en un point I (n^202); et Pon a démontré 
que ce point est le centre de la sphère demandée. 

// n^existe qu'un seul centre t; cat les trois ptans MPE, NPÊ , 
GH, ne peuvent se couper qu'en un seul point; et tout point qui 
ne serait pas situé (^ans ces trois plans , ne serait pas également 
distant des quatre points donnés (n? 2o3, 2®). 

Il suit de là qn* une sphère est entièrement déterminée^ lorsque 
sa surface est assujettie à passer par quatre points donnés qui 
ne sont pas dans un même plan. 
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L^inUrêêction cU deux sphères est donc une courbe plane (*) ; 
car fi quatre points de cette intersection n'étaient pas dans un 
même plan ^ les deux sphères passant par ces quatre points se 
confondraient y ce qui est contre l'hypothèse. 

ao5. TnioaiME (Jig* 172). Lorsqu'un plan dit^is^ Pangie de 
deux autres plans en deux parties égales j il en résulte ques 

I*. Les perpendiculaires menées d^un point quelconque du 
premier plan y sur les deux autres plans, sont égales ; 

2®. Les points de ce plan fouissent seuls de cette propriété. 

1^ Goncerez un plan P2R, qui divise l'angle des plans PQr 
PX » en deux parties égales ; par un point A , de l'interaectioB 
"Px de ces trois plans , menez un plan lAH perpendiculaire a 
Ps; les plans PsQ, P2R, PsX, seront perpendiculaires an plan 
lAH (n® 180), et ce dernier coupera les trois autres suivant des 
droites AH^ Ag, AI, perpendiculaires è Ps; les angles formés 
par ces droites mesureront donc les inclinaisons des plana PQ, 
PR, PX; les angles gpAHy^AI, seront donc égaux. 

lyun point quelconque g, de l'intersection des plans PR, lAH» 
menez dans ce dernier plan des perpendiculaires gH., gpl, sur les 
intersections AH, AI; les droites gH, gl, seront perpendiculaires 
aux plans PQ/PX (n® 182) ; les triangles rectangles Alg, ABgy 
seront ^aux, comme ayant la même hypoténuse Ag, et l'angle 
aigu gAH=g^AI ; donc g'IssgH. 

2^ Si d'un point quelconque p , situé hors du plan PR, on 
mène des perpendiculaires pg^ pH, sur les plans PX> PQ, ces 
perpendiculaires seront inégales. En effet , du point g , oji la 
droite pH rencontre le plan PR, menez gl perpendiculaire au 
plan PX ; joignez le pied I de cette perpendiculaire avec p ; gl 
sera égal k gH (1°) , et la perpendiculaire pq au plan PX sera 
plus courte que l'oblique pi. Or , le triangle pgl donne 

P^<Pg + ^h donc pi < pg" 4- g"H, oupI<pH. 



(^) On dit qa'ane courbe est plane, lorsque tons ses points font dans na 
même plan. Une courbe est dite à double courbure, qnnnd tons ses points 
ne sont pas dans un même plan. 
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Mais , pq ^pl) donc pq << pH. 

206. PiOBLàMS (^^g. 173). Inscrire une spJière dans une py- 
ramide triangulaire ; c'est-à-dire , dèlemhiner une eplière dont 
la surface soit tangente aux quatre faces cP une pyramide trian- 
gulaire, 

La sphère devant être tangente aux quatre faces de la pyra- 
mide , les quatre perpèndîcalaires menées du centre de cette 
sphère sur les Capes de la pyramide > doivent être égales; le 
centre de la sphère doit donc se trouver dans les plans qui di- 
visent en deux parties égales les angles dièdres formés par les fa- 
ces de la pyramide (n^ 2o5) ; l'intersection de ces plans sera donc 
le centre de la sphère inscrite. 

Ainsi , pour inscrire une sphère dans la pyramide triangu- 
laire ABCDy on mènera par les arêtes BG , BD , CD, des plans 
IBG^ IBD, ICD y qui divisent en deux parties égales les angles 
formés par les faces qui se coupent suivant ces arêtes; l'inter- 
section I de ces trois plans sera le centre de la sphère inscrite. 

On démcmtrerait , par des raisonneroens analogues à ceux du 
n® 204 > que le centre I existe toujours j et qu'i/ n'existe qu'une 
seule sphère inscrite» 

207. TnioBiiCB {fig» 174)* i°* Toutes les sections d'une 
sphère par des plans , sont des cercles; 2^. les plans également 
éloignés du centre de la sphère , coupent la sphère suivant des 
cercles égaux; 3^ les plans les plus près du centre j donnent les 
cercles les plus gronda; 4^* tous les points de la surface de la 
sphère^ qui sont également dis tans dfun point fixe de cette sur- 
face, se trouvent sur une même circonférence. 

Menez un plan quelconque BGEH ; ce plan coupera la sur- 
face de la sphère GA , suivant une courbe BGEH; par le centre G 
de la sphère , tirez une perpendiculaire GF au plan BGEH ; du 
pied F de cette perpendiculaire^ menez des droites FB^ FG, 
FE, FH , etc. , aux points B , G, E, H, etc. , et tirez les rayon» 
CB, GG,GE, GH, etc. 

i^. Le centre G étant également distant de tous les points de 
la surface de la spWre , les obliques CB , GG , CE , CH , etc. , 
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sont égales; elles s'écartent donc é^^alement du pied F dt la 
perpendiculaire CF (u*» i3i); les droites FB, FG, FE, FH, etc., 
sont doue égales , la courbe BGEH est donc une cîrconférenoe 
dont ]e centre est F. La section de ]a sphère , par le plan 
BGEH f est donc un cercle dont le centre est le pied F de la per- 
pendiculaire CF au plan BGEH, et dont le rajon est BF. 

Il en résulte que si Von mène par le centre d^un cercle de la 
sphère une perpendiculaire au plan de ce cercle^ cette perpen- 
diculaire passera nécessairement par le centre de la sphère* 

Pour démontrer les deux propriétés énoncées (2^) et (3*), 
ooupec la sphère CA par uu autre plan quelconque QST ; il ré* 
suite de (i**) que la section sera un cercle QRST, dont le centre 
sera le pied P de la perpendiculaire CP an plan QST. Tires le 
rayon PQ et l'oblique CQ \ les triangles rectangles CFB, CPQ,: 
donneront 

CFVrâ*= CB, CP + PQ = CQ. Mais, CB=CX2i donc,. 

CF + rB*=:CP*-f PQ*; d'où cf — 5 = PQ*— ra! 

Dans cette dernière équation , 

CP = CF donne PQ = FB,etPQ=:FB donne CaP = CFi 
CP < CF donne PQ> FB, etPQ > FB donne CP < CF. 
Ce qui démontre les principes énoncés (2^) et (3^). 

Dans l'équation PQ = CQ — CP , le rayon CQ étant consUnt ^ 
on YoH que tous les plans conduits par le centre de la sphère, 
donnent des cercles égaux ; que ces oircles sont plus grande ^ae 
ceux qui résultent de la section de la sphère par des plana qui ne 
passent pas par le centre j et que les rayons de ces grands cercles 
sont égaux au rayon de la sphère» 

4^ Soient pris sur la surface de la sphère des points A , £, 
G , B, etc. , également distans du point tixe N; tous les rayons 
CA, CE, CG, CB, etc., de la sphère sont égaux entre eux, 
et par hypothèse les droites NA, NE, NG, 19 B^ etc., sont 
égales entre elles. Par conséquent, si l'on tire la droite CN^ 
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les triangles GN A , GNE , GNG , GNB , etc. , seront égaiis , 
comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun ; les angles 
CNA, GNE, CNG, CNB, etc., sont donc égaux; les points 
A, E, G, B, etc., se trouvent donc sur une circonférence 
AEGB, (n»i7i). 

BflMABQUX. Gette dernière propriété fournit le moyen de 
tracer un arc ds cêrcU sur la surface de la sphère ^ car en fixant 
la pointe d'un compas sur un point N de la sphère , et en faisant 
mouToir l'autre pointe sur la surface sphérique , sans changer 
l'ouTertare des branches du compas , la pointe mobile décrira 
un arc de cercle AEGB. Le point fixe N est ce qu'on nomme le 
f6U de cet arc. 

208. THioAiMB {^fig. 176). UinUrsection de deux sphères 
est un cercle dont le plan est perpendiculaire à la droite gui 
Joint les centres des sphères. Cette droite passe par le centre du 
cercle. 

1'* DémonstrcUion, Soient, A , B , G, D, etc. , des points de la 
ligne d'intersection de deux sphères dont les centres sont en O 
et CK; les triangles OAO', OBC, OCO', ODCy, etc., seront égaux 
comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun. Les droites 
égales OA , OB , OC, OD, etc., formeront donc des angles égaux 
aTec la droite OO'; les points A , B, G, D, etc. , seront donc sur 
une circonférence dont le plan ABG sera perpendiculaire à OO', 
et 00' passera par le centre P de cette circonférence (n*i7i). 

2* Démonstration. L'intersection de deux surfaces sphéri- 
qnes est une courbe plane (n® 204 , page i o4) ; cette courbe ré- 
sultant de la section de la sphère par un plan , est une cir- 
conférence (n* 207 , 1®). De plus, la droite qui joint les centres 
des deux sphères est perpendiculaire au plan de la circonférence, 
et passe par le centre de cette circonférence; car , d'après ce qui 
a été démontré (n® 207 , i^), la perpendiculaire au plan de la 
circonférence menée par le centre de cette circonférence, passe 
par les centres des deux sphères. 



io8 THÉORÈMES 

§ VII. Plus court chemin dun point à un autre sur 

la surface de la sphère. 

209. ThIorèicb (/?^. i38y Le pluê court chemin d'un poini 
à un autre, sur la surface d'une sphère , est Vcare de gnaH 
cercle qui joint ces deux points; c^est-i-dire que de totUee let 
lignes tracées sur la sphère entre deux points A^ B^ flb cette ewr^ 
face, la ligne la plus courte est Varc ADB de grand cercle qui 
passe par A, et h (*). En effet , 

I®. Si AmnpB est la ligne la plus courte qui puisse exieter sur 
la splière entre les points k, B^ une partie quelconque^ nuip, de 
cette ligne sera le plus court chemin de màp; car si l'on poo^ 
i^ait tracer entre m et p une ligne mqp plus courte que ninp, U 
ligne XmqpB serait moins longue que le plus court diemin 
AmnpB entre A et B , ce qui est absurde. 

2?. Lorsque deux arcs AD, AC> sont égaux, les disvahgei 
AD j AG j sont égales ; car en faisant tourner le plan AJDA! de 
l'arc AD autour du diamètre AA'^ on pourra toujours amener 
le point D en G ; et les arcs AD ,, AC , coïncidant » la distance 
entre les extrémités de l'un de ces arcs coïncide nécessairement 
arec la distance entre les extrémités de L'autre arc. 



{*) Gel arc ne pent de'pafser une demi-circonférence. Tout are dont on 
ne désignera pat l^espèce, sera nn afc de grand cercle trac^ aor la sorCKe 
sphériqne. Par distance entre deux points , il faudra tonjonrs entendre la 
ligne la plus courte possible , tracée sur la surface de la sphère entre ces 
deux points^ le signe / indiquera cette distance. Ainsi, /AB = Ajs-f-nB 
exprimera que la distance entre A et B est égale à la distance da point A au 
point /i, augmentée de la distance de /i à & j Tin^alité , 

tAn -I- /iB < AD -f- DB» 

indiquera que la dis^nce de A à /t , augmentée de celle de /i à B , est plus 
petite <pie la somme des distances de A à D et de D à B. Enfin , Tëqnation 

arc neB -h Adn < DB -f AD, 

exprimera que la somme des arcs neB , Adn , est moindre que la somme des 
arcs DB, AD. 
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3**. Quand un arc ADB est plus grand qu^un arc kC, la 
diêiancé entre A eiB est pluê grande que celle de A à C; la 
réciproque eet vraie. 

En eSSet » si AmnpB est la ligne la plus courte de A à B , Parc 
CDE de petit cercle décrit de A comme pâUj coupera la ligne 
AmnpB en un certain point n (*) , et les arcs Adn^ AG , étant 
égfmx y il résalle de (i®) que les distances An, AG, seront égales. 

Or, MB = Ati + hB ; donc /AB > /AG. 

Réciproquement^ lorsqu'on a, /AB ^ /AG, Parc ADB est plus 
grand que Parc AC ; car , d'après ce qui a été démontré, aï ces 
deox arcs étaient ^aux, on aurait /AB = /AG (2®), ce qui est 
oontre Phjpothëse ; et si Parc ADB était moindre que Parc AC » 
il en résulterait /AB ^ /AG, ce qui est contre Phjpotbèse. 

Le principe énoncé (3^) est donc démontré. 

4°. Le plus court chemin de AàB^ est ^arc ADB de grand 
cercle, condtUt par ces deux points. En effet, si un point /t de ce 
pins court chemin était situé hors de Parc de grand cercle ADB, 
on pourrait tracer deux arcs de grands cercles Adn , Ben , qui 
ne se confondraient pas avec Parc ADB , et l'on aurait 

/AB = An + TiB (i») ; donc /AB > An ; 

donc, arc ADB > Arfn (3«). 

Prenant sur l'arc ADB une partie AD = A^n , les 'dislances 
AD, An, seraient ^ales (2^)* Or, par hypothèse, 

/An + /nB < AD + BD j donc /nB < DB. 

Donc, Parc neB < DB (3*) ; mais Parc Adn = AD ; 
donc, arc neB-f-Ax2ii<^DB+AD, 

ou arc néB -|- Adn ^ ADB. 

Le côté ADB du triangle sphérique AnB serait donc plus 

(^) Cela est ^dent, car l'are AB e'tant plat grand que Tare AC » on pent 
prendre sur le premier arc une partie AD = AC; les points A, B, seront donc 
situés de part et d^autre du plan de l'arc CDE ; la ligne la pins courte entre A 
et B rencontrera donc ce plan en un certain point n. 
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^raud qac la jioiume des deux autres; ce qui est abMirde (*). Ad- 
cun point du plus court chemin entre A et B ne peut donc se 
trouver hors de l'arc ADB. Ce qui démontre le principe énoncé. 

Reharqvb. Quand les deux points donnés A, B, ne sont pas 
les extrémités d'un diamètre de la sphère, le plan mené par ces 
points et par le centre de la sphère coupe la surfiice spbérique 
suivant une circonférence ABA'F de grand cercle; cela déter- 
mine deux arcs ADB, AFA'B, qui passent par A et B; le plus 
petit de ces deux arcs est un arc ADB moindre qoe la demi- 
cîrconférence ; Parc ADB est le plus court chemin de A à B. 

Lorsque les deux points donnés sont les extrémités A, A', d'an 
diamètre, chacune des demi- circonférences qui passent par A 
et A^ exprime la plus courte distance entre A et Af. 

§ VIII. Des Surfaces de révolution. 

210. Lorsqu'une ligne NMP (^fig, 176) , située dans Tespacei 
tourne autour d'une droite fixe AD y de manière que cliaq;iie 
point M de cette courbe décrive une circonférence dont le centre 
G est sur AD , et dont le plan est perpendiculaire à AD , la sur- 
face engendrée est ce qu'on nomme une surface de réiKihuian; 
la droite fixe AD est \axe de révolution , et la ligne NMP est la 
génératrice de la surface de réToiution. 

Le cône droite le cylindre droit et la sphère^ sont des snrfMses 
de révolution; car, pour engendrer ces surfaces, il suffit de 
prendre pour génératrice une droite qui coupe l'axe , 01^ une pa- 
rallèle à Taxe , ou une demi-circonférence qui tourne autour de 
son diamètre. 

§ IX. Propriétés relatives aux Surfaces gauches. 

211. TnioRÈME (y%-. 177)* ^^ l'on diuise proportionnellement 
les côtés opposés d'un quadrilatère gauche (^^), de sorte qu'on ait 



(*) Voyez la Géométrie de Legevdke. 

(**) On nomme ainsi un qnaclrilatèrc riont les quatre côte'f ne sont paidanc 
le même plan. 
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(i)... DG: GC :: ah :hb, ae: ed:: bf:fc, 

les droites GH j EF, se couperont en un point Oj et l'on aura 

(a) . . Eo : OF :: AH : hb, ho : og :: bf : fc 

Menez BC parallèle à AD , et DC parallèle k AB; la 6gure 
ABCD sera un parallélogramme. Joignez CG\ conduisez les 
parallèles FF', GG'> à GC ; les droites EF', HG', étant dans un 
même plan ABCD , se rencontreront en un point K. 

Je dis que HG' et £F' sont respectivement parallèles à AD 
et AB. En effet, GG' étant parallèle à GG', on a 

DG :GC ::dg':g'c'. 

Or , par hypothèse, DG : GG :: AH : HB. Donc, 
DG':G'C::AH:HB; d'où DG'+G'CrDG'ClAH+HBlAH. 
Mais, DG' + G'G' = DC, AH + HB = ABet DG'=AB. 
Donc DG' + G'G' = AH + HB. Donc DG' = AH. 

Les droites DG', AJA, étant parallèles et égales, les droites 
IBG', AD, sont aussi parallèles et égales. 

On prouverait semblablement que EF est parallèle h AB. 

Cela posé : la droite CC est parallèle à chacun des plans EFF', 
HGG' (n^ '4^)» ^^ ^^ plans se coupent suivant une ligne RR, 
qui est elle-même parallèle à GG' (n® 147), et qui passe par le 
point K, situé sur HG^ 

Noos allons faire voir que KR va couper EF et GH au même 
point O. Il suffît de chercher les distances du point K à chacune 
des intersections de ER avec EF et GH , et de prouver que ces 
distances sont égales entre elles. 

Désignons par x la distance du point K au point où EF ren- 
contre KR ; chacune des droites RK, CG', étant parallèle à FF', 

on a 

EK 
X : FF :: EK : EF', d'où a: = py x Fr; 

BF' 
et FF' : GG' : : BF' : BC' -, d'où FF = ^ X GG'. 

Substituant celte valeur de FF' dans celle de x , gn trouve 
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De même , si Ton désigne par y la distance du point R au 
point où GH rencontre KB, les parallèles RK, GG% CC', 
donneront 

y :GG' ::hk;hg', d'où jr = g^xGG', 

et GG'rCC ::DG': DC, d'oùGG' = ggrXCC'. 

On en déduit (4). . . J' = ^ X gg? X CC. 

Or f d'après ce qui précède , les trois droites AD, HG'^ BC, 
sont parallèles^ et les droites AB^ EF'y DG', sont aussi parallèles. 
On a donc 

ER=DG', EF = DC', Br = HK, BC'=HG'; 

et par suite , les expressions (3) , (^)fdexeiy, démontrent 
que X = ^. 

Les droites GH^ EF, passent donc par un même point 
de KR *, elles se coupent donc au point O. 

Pour trouver le rapport de £0 à OF , observons que OK étant 
parallèle à FF', on a EO : OF :: ER : KF. 

Or , les droites ER, AH, sont égales, comme parallèles com- 
prises entre parallèles. 

Par une raison semblable , KF' = HB. 

Donc, EO : OF :: AH : HB. 

On prouvera avec la même facilité que, HO ! OG II BF l FC. 
Le théorème est donc démontré. 

G)ROLLAiR£. Les propoftions (i) et (2) démontrent que si les 
points G, H, Ë, F, sont les milieux des côtés du quadrilatère 
gauche ABCD, le point O sera le milieu des droites GH, EF. 

Le principe du n** 24 n'est qu'un cas particulier du théorème 
général que nous venons de démontrer. 

212. Problèbie {Jlg. 181). Déterminer le volume du êoUde 
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ABCD A' VCiy,termi¥ié par tmplanhorUonUUÀBCDjpar quatre 
plans verticaux parallèles deux à deux ADÏfA'j BGCfB'^ ABB' A'^^ 
CDiyC^ et par une portion de surf acb oauohx ÀfVCIf (*). 

Désignes le yolume demandé par x, la surface connue .dur 
parallélogramme ABCD par s, et les longueurs des arêtes BB'» 
AA', ce, Dlff par a, a', b,b\ Prolonges ces arêtes de manière 
que vous ayes, A'A"^ BB'=a, BTB =sAA'=sa ^ 

D'D ' = ce = ft , ce = DD'= b\ 

Il eu résultera, AA^ssBE^zira+a' , C(r=DD''=6+i'. 

Les quatre points A", B^, C", D", seront donc dans un même 
plan (n* i65). 

Représentez le Tolume ABCDA'%''C'D'' par Y; je dis que le 
-volume cherché en sera la moitié. Il est facile de concevoir que 
cela se réduit à prouver que toute section RMQP du solide V, 
par un plan parallèle au plan ABB^A'', est divisée en deux par- 
ties équivalentes par la surface gauche. 

Il s'agit donc de démontrer que les trapeses RMKK', PQKK% 
sont éqHivalens. Pour j parvenir, menez les droites BX, A'jy , 
qui coupent MQ et RP en £ et E^; les propriétés des parallèles 
donnent 

EM CE CK -, , -.-. CK 

FB = cF = cr'^^"™ = "Xcr 

^^ ^'^ d'oùEK:=6x^^ 



ce — B^Q/ '"---"-—- ^ C'B' » 

w^=Am=AfW' ^^" *^^=*><rD^' 

Â^=DT'' do4EK-aX57j7. 

{*) La surface gauche est engendrée par one droite indéfinie SS', qni te 
meut parallèlement an plan fixe ABB'A^ en f^appnyant tnr denx droites qnel- 
conqnef A'jy, B^G^, ntné» dana les denx plans parallèles ADI/A^ BCCB^ 
11 en résulte qae tonte section de la surface gauche par un plan RMKK' paral- 
lèle ao plan ABB^A^ est nne droite KK^ 

Si les droites A^IX, B^C» étmnt parallèles, la surface engeqdrée deviendrait 
nn plan; la surface ganche a reçQ, par oetts raison, le nom àe plan gauche. 

Géométrie. 8 
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Or, MK=EM + EK, PK' = E'K' + E'P. 
Substituant les valeurs de EM, EK, E'K', ET, on trouTe 

mm-mw Cl K. , B'BL 

TVK' Air' 

PR' = « X g^ + 6 X ^,. 

D'ailleurs , les plans parallèles ABB^A', RMQP, DCCD% 
coupant les droites A'D', B'C, en parties proportionnelles 
(n* 19O* on a 

CK _ lyR' B'K _ A^ 

OB' " WH' WC ~ A'iy' 

Donc, MK = PK'. 

On prouTerait de même que BXf = QK. 

Les trapëses RMKK', PQKR^, sont donc égaux en surfioe, 
car ils ont même hauteur, et leurs côtés parallèles MK, FR% 
RK', QK, sont égaux deux à deux. 

Le solide x demandé est donc la moitié du solide V.* 

Cela posé : menons le plan ACG'A'' ; le solide Y peut être 
considéré comme formé de deux prismes triangulaires tron- 
qués, ayant pour bases ADC et ABC. Mais, 

prisme ADC ATO^C = J ADC X (A A" + DD^ + CC'') , 
prisme ABCA^'B^C = i ABC X (AA" + BB" + CC). 

Ajoutant ces équations membre à membre, observant que 
les triangles ADC, ABC, sont égaux à ^ « , que Y = ar , et que 
AA'' = BB'' = a + a',CC''=DD''-A + i',ilvlcnt 

M= J X is X (AA" + DD" + CC-f- AA" + BB'+ CC) 

= i«(3AA'+3CG')=i«(AA^+CC)=^«(a+£^4.A4-y). 

Donc enfin, (a> . . . x = « X {{a+a'-^^ b + by- 

Cette formule démontre que le volume ABCDA'B'CTD'^ ter' 
miné par la surface gauche A'B'CD'^ est égal au produit de 
la base ABCD ^ par le quart de la somme des Hauteur» AA'j 
BBO CCO DD'. 



^ 

► 
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§ X. Propriétés relatives à des Pjrramides et à 

des Cônes. 

21 3. TeioBiMS {Jig, 178). Dans toute pyramide triangulaire 
ABGD^ les trois droites EG^ HF^ IK^ qui joignent les milieux des 
arêtes opposées (jion situées dans un même plan)j passent par un 
même point O, et elles y sont dit/isées en deux parties égales, 

i'* Démonstration, Les quatre arêtes AB, BC, CS), DA, for* 
ment un quadrilatère gauche ^ dont les côtés opposés sont divisés 
en deux parties égales par les droites EG , HF ; donc ces deux 
droites se coupent mutuellement en deux parties égales (n® 211); 
la droite EG passe donc par le milieu de HF. 

Les quatre arêtes AB, BD, DC, CA> forment aussi un qua- 
drilatère gaucbe, dans lequel les droites IR, HF^ se coupent en 
parties égales ; la droite IK passe donc aussi par le milieu de HF. 

Le théorème est donc démontré. 

a* Démonstration. Tirez les droites £F, FG, GH , H£; puis- 
que les côtés CB, CD, sont divisés aux points E^ F, en deux par- 
ties égales^ la droite £F est parallèle à BD et égale à ^ BD; 
par une raisou semblable, HG est parallèle k BD et ^ale à ^ BD; 
donc EF est ^l et parallèle à HG } la figure EFGH étant un 
parallélogramme, les diagonales EG, HF, se coupent mutuelle- 
ment en deux parties égales ; donc EG passe par le milieu de HF. 
On prouvera de même que les droites HSL, KF, FI, IH, forment 
un parallélogramme; donc la diagonale IK passe aussi par le 
miliea de HF, et OK = OI. Le théorème est donc démontré. 

BsiulBqvb (^/^ ing). Par le point F et par l'arête AB, con*- 
duiaes un plan , il contiendra la droite FH, et coupera le triangle 
CED suivant la droite BF. Par le point O oii se coupent EG et 
FH, menez la droite AO qui va couper BF en P; epfîn, menez 
HQ parallèle à AP. Puisque BH = HA , on aura BQ = QP ; et 
puisque HO = OF , on aura QP = PF. Donc PF = ^ BF. 

Les triangles BHQ, BAP, sont semblables, ainsi que les trian- 
glesFOP, FflQ,et 

BH = iBA,FO=iFH;donc,HQ=:iAP, OP=kHQ = iAP. 

On en déduit ce nouveaii théorème : 

8.. 
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Une pyramide triangulaire ADCD (^fig. 179) étant donnéej 
si t^on mène dans la hase une droite BF de l'un des sommets mu 
milieu F du côté opposé CD^ qu'on prenne le tiers PF de BF, la 
droite AP passera par le point O c^ intersection des droites qui 
unissent les milieux de deux arêtes opposées quelconques {non si- 
tuées dans un mime plan) , et cette droite sera div^isée en ce point 
au quart de sa longueur à partir de la base BCD. 

21 4* TeioaiiiE {fig. 180). Un point O étant pris arbitraire^ 
ment dans l'intérieur d'une pyramide triangulaire ABCD^ si 
l'on mène les droites AO^ BO^ CO^ DO^ qu'on les prolonge Jus- 
qu'à ce qu'elles rencontrent en èl'j B'^ G^ D'^ les faces BCD^ 

^^ .«^ .r.n OA' , OB' OC , OD' 

ACD> ABD^ ABC, on aura jj, + gg? +ÔC + ^Q? = >• 

On démontrera ce théorème par des considérations anale* 
gués à celles du n® 8. 

21 5. pROBLiics {fig* 182). Parmi tous les cônes droits cir- 
conscrits à une sphère donnéej déterminer le cône dont la surface 
est la plus petite possible. 

Désignez par r le rayon de la sphère donnée. Sur une droite 
AB=2r comme diamètre , décriver. le demi-cercle ATB ; con- 
duises AE perpendiculaire à AB, et par un point quelconque S 
du prolongement de AB, tirez une tangente SD au demi-cercle 
ATB. Soient, T le point de tangence, et G le milieu de AB. Si le 
triangle SÂ.D tourne autour de SA, le demi-cercle ATB engen* 
drera la sphère donnée dont le centre sera C ; le cône droit en- 
gendré par le triangle S AD 'sera circonscrit à cette sphère y ear 
l'hypoténuse SD engendre la surfaca convexe d'un cône droit 
qui touche la sphère suivant la circonférence dont le centre est 
le pied n de la perpendiculaire Tn & SA , et le côté AD engendre 
le cercle qui sert de base an cône , et qui est tangent en A à la 
sphère. Le cône ainsi dét^miné, peut donc être considéré comme 
un cône quelconque circonscrit à la sphère donnée ; la hauteur 
de ce c^ne Mt SA, son apothème est SD,et le rayon de sa base 
est AD. 

La détermination du cône circonscrit ne dépendant que de 
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sa hauteur, tout le réduit à chercher quelle doit être cette hau- 
teur 9 pour que la Burtaee du cône circonscrit soit un minimum. 
Si l'cHi représente par x la surface totale du cône circons- 
crit , et par w le rapport de la circonférence au diamètre , la 

surfiice de la base de ce cône sera w X AD , et sa surface convexe 
sera égale à aar X AD X î SD. Donc, 

ar = îrXÂD + aîrXADxîSD=îrXADx(SD + AD). 

Le rayon CT étant perpendiculaire à la tangente SD, les 
triangles SAD, STG, sont semblables, et donnent 

ÂD*: CT*:: sa: st*, sd :ad :: se : ct. 
Donc, SD 4. ad : AD :: se + CT : ct. 

Or, CT = CA, SC + CT = SC + CA = SA. Donc 
SD + AD : AD :: SA : CA-, d'oi 

ir X AD X (SD + AD) : » XÂD*:: SA : CA, ou 

(1). . . xiwx AD*:: SA : ca. 

Or, ST = SA X SB ; la proportion AD*: CtV. SA*: ST* 
derient donc, AD*: CT"*::"sA *: SA X SB; d'oi 

(2). . . AD*: CT*:: sa : sb. 

Multipliant les proportions (i), et (2}, on trouve 

— • » si* 

a::»xCT::SA :CAXSB-, d'oi x = «tX gg. 
Pour que cette râleur de x soit la plus petite possible, il faut 

sa" 

et il suffit que le rapport ^^ soit le plus petit possible. 
Mais, SA = SB + BA = SB + 2r; donc 

"^* (SB + ory^ 4:^, 

SB SB ''"^'^^SB 

Par conséquent , il faut que SB -f- ~ soit un minimum. 

Mais; le produit de SB par ^' est une constante 4r*» ^ P^v^ 
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donc regarder SB et ~ comme les deux côtés yariables d'ua 
rectangle dont là surface constante est ^y et dont le demi-pé- 
rimëtre yariable SB -|- %^ doit être un minimum. Les côtés de 

ois 

ce rectangle doWent donc être égaux (n® 34» i*) ; ce qui donne 

SB =4^-, d'où SBU:4r*, SB = ar = AB, 

SA = SB + AB = 4r. 
ha hauteur du cône demandé doit donc être égale au douhlt 
du diamètre de la sphère donnée. 

On peut calculer le rayon' AD de la. base, Papothëme Sùy 
la surface x, et la solidité z du côpe minimum , au moyen de n 
En effet I on a tu que 

SD: ad::sc:ct. 

D'ailleurs, SC=SB + BC = 2r + r=3/-=:3CT; 
donc SD = 3AD. 



Mais, SA=i6r* = SD — AD=gAD — AD=8AD. 



»r* 



Donc, AD=s-^=2r% AD=rl/2, SD=::r3AD=3rV^a. 

Or, on a trouvé que la surface x du cône circonscrit est égale à 

SA 
srr X'cD* Remplaçant SA et SB par leurs valeurs fyr^ sr, on 
oB 

parvient à , x = l^r^ X 2. 

Le volume z du cône circonscrit étant égal à sa base multi- 
pliée par le tiers de sa hauteur , on a 

« = X AD X -j- = tr X 2r» X y = 5 îTr* X a. 

Mais, 49rr^ est la surface de la sphère inscrite , et 1 91^ est son 
volume. Donc, parmi tous les cônes circonscrits à une sphère 
donnée j le cône dont la surface est la plus petite possible^ jouit 
des propriétés suivantes : sa hauteur est double du diamètre de 
la sphère j son apothème est le triple du rayon de sa base; sa 
surface et son volume sont respectivement doubles de la surfit^ 
et du volume de la sphère inscrite. 



TROISIÈME PARTIE. 
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§ P'. But de la Géométrie descriptive. Propriétés 
relatii^es aux projections des points et des lignes , 
et aux traces des plans. 

3i6. Les constructions qu'il faut effectuer pour résoudre les 
problèmes des n^ ao4 et 206, paraissent fort simples an premier 
coup d'oeil ; mais , dans la réalité , elles ne donnent que des dé- 
lerminations purement géométriques et fort diflâcilement exé- 
cutables. En effet, comment trouver les plans perpendiculaires 
sur les milieux des arêtes, ou qui divisent les angléi dièdres en 
deux parties égales? et ensuite, comment déterminer la droite 
suivant laqndle se coupent les deux premiers plaas, puis le 
point oJi cette droite est rencontrée par le troisième plan? 

Ces réflexions s'appliquent k tous les pr<Alèmes qui se rap;- 
portent aux trots dimensions de f étendue ; car , alors , il n'est 
plus possible de renfermer dans un seul plan les données et les 
constructions que la question semble exigen 11 faut donc de nou- 
velles méthodes pour résoudre les problèmes de cette espèce. Ces 
méthodes constituent la partie des Mathématiques , nommée 
Géométrie cUêcriptipe^ dont V objet spécial est de résoudre, par 
des constructions effectuées sur un plan, tous les problèmes qui 
se rapportent aux trois dimensions de l'étendue. 

217. Le prooédé que cette nouvelle branche des Mathéma- 
tiques met en cenvre, est la méthode des prqfeclions ; elle con- 
siste à rapporter à deux plans fixes qui se coupent ; toutes les 
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parties de Fesjftece ; de telle sorte , par exemple , qu'étant donné 
un point oa une ligne dans Pespaoe, on les ronplaee par des 
points ou des lignes situés dans les deux plans-; puis on fiût 
tourner l'un de ces plans autour de la droite d'intersection, afin 
de le rabattre sur l'antre plan; alors , toutes ces données, qui 
dérivent des premières y étant situées dans un seul plan , fl faut 
chercher un système de constructions qui , sans sortir de oe plan, 
conduisent à des résultats d'où il soit facile de passer à la vérî- 
table solution du problème proposé. Nous allons entrer dans 
tons les détails de cet important et ingénieux procédé. 

ai8. (fig. i83). La vrojection d'un point sur un plan, egl 
le pied de la perpendiculaire menée du point sur le plan. Ainsi , 
concevez que du point A on abaisse sur le plan GE la perpendi- 
culaire AB; le pied B de cette perpendiculaire sera la projection 
du point A sur le plan GE. 11 est clair que le point B est la 
projection commune de tous les points de la droite indéfinie ÀB. 

21 g. {fig. i84}* La PROJECTION dfune ligne sur un plan est la 
Ugne qui passe par les projections de tous les points de la pre- 
jnière ligne. Ainsi, en abaissant des différens points de la courbe 
SRX , des perpendiculaires sur le plan GE> la ligne SlXTi! ^ qui 
passera par les pieds de toutes ces perpendiculaires, sera la pro- 
jection de la courbe SBX sur le plan GE. L'ensembb de ces 
perpendiculaires forme une surface de la nature de celles qu'on 
uonune cylindriques^ et il &t évident que toute courbe mnp, 
tracée sur la surface de ce cylindre, aura pour projection la 
même ligne Sll'X^ 

4 

220. Quand la ligne SRX est droite, les perpendiculaires 
SS^RR', XX', etc., sont dans un même plan (n^ 187) qui est 
perpendiculaire au plan GE (n** 180); les pieds S', R', X', etc., 
de ces perpendiculaires sont donc en ligne droite ; là prvfkc^ 
tion d*une ligne droite est donc une ligne droite. 

Or j deux points déterminent une droite. Par conséquent^ 
pour projeter la droite AM {Jig. i85) sur le plan GE, il suffît 
de mener par deux points A , M , de cette droite, des perpendt^ 
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calairei AB, MD, tu ptan G£; la droite BD, menée par les 
pîeds de eei perpendiculaires y sera la projection demandée. 

Ainsi, la prcfeciion d'une Ugnê droiie est la droite quipatêê 
peur h^ projêCtton9 de deux poithU de ia ligne donnée. 

aai» Le plan perpendiculaire au plan G£ {^fig> i85)« mené 
par All,etqin contient toutes les perpendiculaires A£,MD,etG. , 
an plan GE, se nomme plan projetant ; et le plan G£ sur lequel 
se £ùt la projection , se nomme plan de projection. 

aaa. Lotêqv^une droite e$t perpendiculaire à un plan ^ la 
projection de cette droite sur le plan est le pied de cette perpen- 
diculaire; car les perpendiculaires menées des différens points 
de la droite sur le plan , se confondent ayec cette droite. 

^3. (/^. i86). Lorsque deux droites sont parallèles, leurs 
projections sur un même plan sont parallèles. 

En effisty ^paar projeter les parallèles NA, MH^sur le plan G£, 
il suffît de conduire par ces droites des plans NE, MF, perpen- 
diculaires au plan GE; les intersections de ces plans avec le 
plan GE, sont des droites parallèles PB^ KF, (n^ 189). Mais, ces 
intersections sont les projections des lignes NA, MH; le prin- 
cipe est donc démontré. 

Ainsi , pour être en état de construire les projections de deux 
droites parallèles , il suffit de connaître deux points de J^une 
des projections et un point de Foutre projection. 

224. Quand une ligne est située dans un plan parallèle à celui 
sur lequel on la projette, elle a évidemment pour projection une 
ligne qui lui est parfaitement égale ; et toute ligne située dans 
un plan perpendiculaire au plan de projection , a pour projec- 
tion une droite qui est l'intersection de ces deux plans. 

asS. (Jig. 187). Lorsque deux plans se coupent j si l^onpro- 
jette un point sur chacun de ces plans j les perpendiculaires me^ 
nées des, deux projections du point sur t intersection des deux 
plans J passent toujours par un même point de cette intersection. 

En e£Pet, coseevons deux plans xys, ^y^t qui se coupent 
suivant la droite xy ; si d'un point M, situé hors de ces plans ^ 
on mène des perpendiculaires Mm , Mm', à ces plans, le plan 
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mMm, confiait par ces droites, coupera xy en an pmnt p, ei 
sera perpendicalaire aux plans xyz, xyu (n* i8o); le plan 
mMm* aéra donc perpendiculaire à l'intersection jçf dea plans 
ayz^ xyu (n"" 186) ; la droite xy sera donc perpendiculnire aa 
plan Mmpm' ; cette droite sera donc perpendiculaire aux diMtes 
mp , m'py qui passent par son pied dans le plan fHf^ llria les 
points m^i sont les projections du pmnt M sur les plans xys, 
xyu\ les perpendiculaires menées des points m, ni ^ snr Finter- 
section xy , passent dctoc par un même point p de cette ûaler- 
section. Ce qui démontre le principe énoncé. 

Il suit de \k que deux points siiués danê deux plan» gui ât 
coupent^ ne peuvent pas être les projections sur ces plans if un 
même point de V espace^ si les perpendiculaires abaissées de ces 
deux points sur l'intersection des deux plans , ne vont pas con- 
courir en un même point de cette intersection. 

226. Lorsque deux points m^ m' (fig. 187)^ situés dan» dsus 
plans xUj xXj qui se coupent, sont telsj que les perpe n dscul a im 
menées par ces points sur l'intersection xy des plans^ passent 
par un même point p de i^ intersection^ on peut regarder ces points 
comme les projections d'un même point de l'espace^ ei ce point 
est entièrement déterminé. 

En effet, l'intersection xy étant perpendiculaire an plan mpm! 
des droites pm , pm\ (n^ 128} , les deux plans de projceBon xa, 
xu^ qui passent par xy^ sont perpendiculaires an plan mpnl 
(n® 180) ; et réciproquement^ le plan mpni est perpenfliculaire 
a chacun des plans xz^ xu\ les perpendiculaires aux plans jm, 
xu^ menées par les points m, m\ sont donc dans le plan mpva! 
(n^ i83); ces perpendiculaires se rencontrent donc toujours en 
un point M , dont m et m' sont les projections sur les plans xs, 
xu'j ce qui démontre la propriété énoncée. 

227. Pour connaître si deux points de deux plane qsd se 
coupent j sont les projections dtun point unique sur ces plans, 
il si^t de mener par œs deux points des perpendicstlcdres à 
l'intersection des plans donnés. Qua?ul ces perpendiculaires pas» 
eeni par un mène point de Viniersection, les deux points donnés 
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sont Ub prqfections d'un point unique (n^ 226); et quand cg» 
perpendicuiaires ne passent pas par un même point de l^inter^ 
section j les points donnés ne sont pas les projections d'un même 
point de t'espace (n^ 226). 

298. Une droite est généralement dé terminée j quand on con^ 
liait ses projections sur deux plans qui se coupent; car en me- 
nant , par chaque projection, un plan perpendiculaire au plan 
cle projection , la droite devra se trouver dans chacun des phins 
ainsi conduits (n® 220) ; la droite sera donc l'intersection de ces 
denx plans. 

Par exemple, si ab et a'I/ {fig* 188), sont les projections 
d'une droite AB sur deux plans xy^, xyu, qui se coupent 
suivant xy^ en menant par ces projections des plans a^BA , 
ab'BA y respectivement perpendiculaires aux plans xy%, xyu^ 
les plans projetans afrBA, a'b'BlLy contiendront la droite AB; 
cette droite sera donc l'intersection de ces deux derniers plans. 

Deux droites amj b'C (Jig. 190)^ prises arbitrairement dans, 
les plans de projection^ ne peuvent être considérées comme les 
projections d'une même ligne de V espace j que lorsque les plans, 
menés par ces droites perpendiculairement aux plans deprojec* 
tion ne sont pas parallèles* « 

Quand les droites a«^ V^, sont perpendiculaires è l'intersec- 
tion xy en deux points différens, elles ne peuvent être les pro- 
jections d'aucune ligne; car les plans menés par a« et ^C^ per- 
pendiculairement aux plans de projection , sont parallèles. 

Si deux droites a«, clt^y sont perpendiculaires à l'intersec- 
tion xy en un même point , on peut les regarder comme les 
projections d'une ligne plane; mais cette ligne reste entière- 
ment indéterminée dans le plan attci . 

22g. Les projections (Pune courbe quelconque sur deux plans 
qui se coupent j déterminent généralement cette courbe. 

Par exemple, abc et a'b'c' (Jig, 189) étanf les projections 
d'une même ligne ABC , sur les plans xyz , xyuy si par les diffé-» 
rens points de ces prc^ections on mène des perpendiculaires à ces 
plans, ces perpendicalairet formeront deux surfaces cylindrî- 
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ques abc GBA , clb'c'C^k , sur lesquelles la courbe ABC derra 
se trouver ; l'iijtersection de ces surfaces cylindriques déter^ 
minera donc la courbe ABC. 

Lcnqu^on prend arbitrairement une courbe dans chacun du 
deux plans de projection^ on ne peut considérer cet deux courbeg 
comme les projections d'une même ligne de l'espace, que dans le 
cas où les perpendiculaires aux plans de projection, mmUee par 
les différens points de ces deux courbes , forment des cylindres 
qui se coupent 

a3a Pour déterminer un plan, que nous désignerons par P, 
on pourrait se servir des projections sur deux plans J^yx, xyu 
(fig. 190)1 qui se coupent^ de trois points situés dans le plan P, 
car trois points déterminent un plan. Mais, on a trouvé plus cmn- 
mode de fixer la position d'nn plan au moyen de ses intersections 
«a, ma y avec les plans de projection xyx^ xyu. Ces intersections sont 
ce qu'on nomme les traces du plan P, sur les plans de projection. 

Quand deux traces ua, ma'j d'un plan sont données, laposi' 
tien de ce plan est entièrement déterminée (n® 1 19). 

Lorsque le plan P n'est pas parallèle à l'intersection xy des 
plans de projection » il la rencontre en un point ce qui appar- 
tient nécessairement à ses deux traces. 

Si le plan est parallèle à xy^ ses deux traces seront aussi pa- 
rallèles à xy. Si le plan est perpendiculaire à a; j^, ses deux 
traces seront aussi perpendiculaires à xy. Si le plan est parallèle 
à l'un des plans de projection, sa trace sur l'autre plan sera pa- 
rallèle à xy ; alors cette trace suffît pour déterminer le plan. 

Enfin, si le plan P passe par la ligne xy^ sa position ne sera 
plus déterminée ; il faudra donner sa trace sur un nouTcaa plan, 
qui coupe les deux premiers suiratit une autre ligne que xy. 

23 1. On voit déjà, par ce qui précède, qu'en rapportant les 
points et les lignes situés dans l'espace, à deux plans qai se 
coupent , il est Jacile de déterminer ces points et ces lignes par 
d'autres points et d'autres lignes situés dans ces plans. 

Jusqu'à présent, l'angle formé par les deux plans de projection 
est resté arbitraire. Nous supposerons dans tout ce qui ya suivre 
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qae cet ai^le est droit , parce que cette supposition est celle 
qui conduit aux constructions les plus simples. Pour nous 
conformer k Pusage^ et afin d'abr^er le discours, nous regar^ 
derons Fun des deux plans de projection comme horizontale et 
l'autre comme vertical, quoicpi'ils puissent aroir des positions 
quelconques. L'intersection des deux plans de projection se 
nommera ligne de terre. 

a3a. Lorsque nous dirons qu'un point est donné, ou qu'une 
ligne est donnée, nous entendrons que les projections de ce 
point ^ ou de cette ligne, sont données. Lorsqu'un plan sera 
donné, ses traces seront censées connues. Quand nous propo- 
serons de déterminer un point , ou une droite , ou un plan , il 
s'agira de construire les projections du point, op celles de la 
droite, ou les traces du plan. Les projections et les traces pren- 
dront le nom du plan de projection dans lequel elles se trouve- 
ront. Ainsi , les projections et les traces situées dans le plan ho- 
rizontat, seront les projections et les trace$ horizontales. 

Suivant qu'une droite sera parallèle au plan horizontal de 
projection, ou qu'elle sera perpendiculaire à ce plan, nous di- 
rons que cette ligue est horizontale j ou qu'elle est verticale. On 
dit, dans le même sens, qu'un plan est horizontal^ ou qu'il est 
verticalj suivant qu'il est parallèle ou perpendiculaire au plan 
horizontal de projection. 

233. De ce que les plans de projection sont supposés rectan- 
gulaires , il s'ensuit que : 

I®. Si un point ou une ligne est dans l'un des plans de pro^ 
Jectionj sa projection sur l'autre plan sera sur la ligne de terre, 

2^. Si une ligne est située dans un plan parallèle à l'un des 
plans de projection j la projection de cette ligne sur l'autre plan 
sera une parallèle à la ligne de terre. 

3*; Si un plan est perpendiculaire à l'un des deux plans de 
projection j sa trace sur l'autre plan sera perpendiculaire à la 
ligne de terre. Gela se déduit du principe du n^ i85. 

Peut exemple, un plan vertical a pour trace verticale une per- 
pendiculaire à la ligne de terre. 



126 GEOMETRIE 

4^. Les perpendiculaires abaissées cfun méftie point sur Us 
deux plans de projection^ et les perpendiculaires menées des deux 
projections de ce point j sur la ligne de terre j forment un rec* 
tangle; de telle sorte que les distances de la Ugne de terre aux 
deux projections d'un points sont respectivement égaie» aux 
distances de ce point aux deux plans de projection. 

Par conséquent, lorsqu'on connaît les projections d'un point, 
on peut avoir imincdiatement ses distances aux deux plans de 
projection. 

'234* Les commentions précédentes suffisent pour faire pres- 
sentir la possibilité de résoudre les problèmes qui se rappor- 
tent aux trois dimensions de l'étendue , par des constructions 
renfermées dans deux plans qui se coupent 9 et que nous sommes 
convenus de prendre rectangulaires entre eux. Il paraît donc 
nécessaire , au premier aperçu , d'employer deux feuilles pour 
y représenter dans leur vraie grandeur la projection faorisontale 
et la projection verticale. Mais afin de ramener les constructions 
au plus grand degré de simplicité , et de réunir les deux projec- 
tions sur un seul dessin , on fait tourner le plan vertical xju 
(Jig, igi) autour de la ligne de terre xy y de manière à l'appli- 
quer sur le prolongement du plan horizontal xyny en xywi\ alors 
toutes les lignes seront réellement tracées sur le plan horixontal^ 
mais il faudra perpétuellement concevoir, par la pensée, les 
projections verticales remises à leur place , au moyen d'an quart 
de révolution autour de la ligne de terre. Quant aux points si7 
tués hors des plans de projection, ils ne paraîtront pas dans les 
figures i mais il sera facile de se représenter la véritable position 
de ces points à l'aide de leurs projections. 

Par exemple, d et df (fig* 192} étant les projetions d'un 
point D de l'espace , qui n'est pas indiqué dans la figure ^ on con- 
cevra que le plan vertical, qu'on su{^se déjà rabattu sur le pian 
horizontal, fait un quart de révolution autour de xy; les plans 
de projection étant alors perpendiculaires l'un à l'autre , si par 
les points d, 4Ï,on conçoit des perpendiculaires an plan hori- 
contal et au plan vertical , la rencontre de ces perpendiculaires 
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le point D de l'espace , dont les projections sont d et d» On 
désignera quelquefois ce point par {d^ d'). 

2S5. [fig, 191)* Ltes deux projections d'un point sont situées 
sur une perpendiculaire à la ligne de terre xy. 

En effet , concevez que les plans de projection xyz , xyu , 
étant dans leur position primitive^ c'est-à-dire perpendiculaires 
l'un 11 l'autre , les projections d'un point soient d et cf; les per- 
pendicttlaixea menées des points d^d^, sur xy, passeront par un 
même point p de xy (n® 226) ; si le plan yertical tourne autour 
àe xy y pour venir s'appliquer sur le plan horizontal, la droite 
vd! ne cessera pas d'être perpendiculaire à xy-j et quand le plan 
Tertical oru coïncidera' avec le plan horizontal ^ d! tombera sur 
un point d" du plan horizontal; la droite pd" sera égale à pd , et 
elle tombera sur le prolongement de Ja perpendiculaire dp à xy. 

236. Lorsque deux lignes se coupent en un point j la droite qui 
joint les points df intersection des projections de ces lignes j est 
perpendiculaire à la ligne de terre. 

En effet, les projections d'un point étant toujours situées sur 
une perpendiculaire à la ligne de terre (n* 235) , et les projec- 
tions du point d'intersection de deu\ lignes ne pouvant être 
que les intersections des projections de ces lignes y quand deux 
lignes se coupent en un point, la droite qui joint les intersec- 
tions ^es projections des lignes données , doit être perpendicu- 
laire à la ligne de terre. 

237. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan j les 
projections de la ik^te sont respectii^ement perpendiculaires aux 
traces du plan* En effet, soient dp et d'p' {Jig, 212) , les projec- 
tions d'une droite DP (située dans l'espace) perpendiculaire au 
plan cmc'^ dont les traces sont «r, «c^. Si l'on mène par la«projec- 
tion horizontale dp un plan dpp' perpendiculaire au plan ho^ 
rizontal , ce plan sera perpendiculaire au plan cmc\ car il passe 
par une perpendiculaire DP au plan cêtc' (n® 180); le plan dpp* 
est dene perpendiculaire à la fois au plan horizontal et au plan 
ctÊc' ; il est donc perpendiculaire à l'intersection «us de ces deux 
plans. Or, cette intersection est la trace horizontale du plan cu(/i 
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le plan dpp^ est donc perpendiculaire à la trace mc ; la projec- 
tion horizontale dp^ située dans le plan dpp'^ est donc perpendî- 
cttlaire à la trace horizontale «c (p? 127). 

On démontrera d'une manière semblable que la projection 
Terlicale dy de la perpendiculaire au plan eue', est perpendicu- 
laire à la trace verticale «c^ du plan c«c^ 

§ n. Épures relatwes aux Problèmes sur la ligne 

droite et le plan. 

m 
I 

238. Nous .allons exposer maintenant les solutions des pro' 
blèfnes relatifs à la ligne droite et au plan , qui entrent, comme 
élémens liécessaires , dans toutes les questions de Géométrie o& 
il âiut considérer les trois dimensions de l'étendue. 

Pour rendre les explications plus faciles à suivre , nous éta- 
blirons les conventions suivantes : les grandes lettres A^ B, 
C^ etc.^ indiqueront des points de Feçpace; ces lettres ne pa- 
raîtront pas dans les figures : les petites lettres correspondantes 
a, b, Cy etc«, employées sans accens, serviront à désigner les pro- 
jections horizontales des points Ay B, C, etc. ; ces petites lettreS) 
affectées d^un accent , c'est-à-dire (/y Vy c\ etc. , indiqueront les 
projections verticales des mêmes points A ^ B, G^ etc. 

Nous désignerons souvent un point de l'espace par ses deux 
projections;' ainsi, lorsque nous parlerons d'un point (a y a')^ 
il 5*agira du point A , dont les projections sont a et et. 

La ligne de terre sera toujours désignée ^r xy. 

On nomme iruRE , la feuille qui contient le tracé de toutes 
les constructions d'un problème. Dans toutes les épures , les 
données et les ré^i^/ails seront figurés par un trait continu ; les 
lignes de construction le seront par un trait discontinu ou ligne 
ponctuée j que l'on fera varier selon l'objet de ces constructions. 

289. i*'PKOBLinB (Jig. 1^3). Jjes projections de deux points 
étant donniesj construire les pivjections de la droite qui passs 
par ces deux points* 
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Les projectioot èe cette droite passent nécessairement par les 
projections des points donnés. Tirant donc une droite par les 
projections borixontales des )M>ints donnés, et menant une autre 
droite par les projections verticales des mêmes points , ces deux 
droites seront les projections demandées. 

Par exemple , a et a' étant les projections d'un point A 
de l'espace^ et i, b' étant celles d'un autre point B, les droileis 
aby dV y seront les projections de la droite AB qui passe par les 
points A^ B. 

a4o* 2* PhoblImb {fig, 193). Connaissant les projections des 
extrémités afune droite j construire la grandeur de cette droite. 

Soient I a^ d , les projections d'une des extrémités A de la 
droite, elb^Vy les projections de l'autre extrémité B; les droites 
aa\ bb\ seront perpendiculaires à la ligne de terre xy (n* li35) ; 
et si l'on conçoit qu'on élève en a et 6 des verticales respective- 
ment égales à ma% Cb\ les extrémités de ces verticales seront les 
points A, B, dont il s'agit de construire la distance (n®233). 
imaginons dans l'espace, par le point A, une droite parallèle 
a ab,et terminée à la verticale bB ; on aura ainsi un triangle 
rectangle , dont. la base est une horizontale parallèle et égale h 
la projection a6, dont la hauteur est égale à la différence des 
irerticales aA, bB, et dont l'hypoténuse est la distance cher- 
chée de A à B. Mais, si l'on mène par d une parallèle h'k^ à la 
ligne de terre, Vh' sera égale à la différence des verticales a A, 
bBy et l'angle ?i sera droit; donc, si l'on prend sur h'k' une lon* 
gueur ^'ï'ïs: 6a, et' qu'on tire l'hypoténuse ib^, cette hypoténuse 
sera la distance demandée de A à B. 

Telle est la construction dont on fait usage pour trouver la 
▼raie lorigueur d'aue droite dont on connaît les pr(^ectJons. 

En effectuant sur le pl«in horizontal une construction ana- 
logue , on vérifiera l'exactitude de la preniière construction. 

On peut encore expliquer cette construction comme il suit.: 

Les verticales élevées en a et Z^ forment avec ab et AB un trapèsê 

dont le plan est vertical; faites tournerce trapèze autour de la 

verticale bB, jusqu'à ce qu'il soit devenu parallèle au plan ver-t 

Géométrie. 9 
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tical de projection ; la iMise ba ne fortîra pas dn plan Iiorî- 
xonlal, et Tiendra prendre, sans changer de grandenr, là «i- 
tuation bi , parallèle h la ligne de terre; la droite HA, dam st 
BOUTeile position y sera parallèle au plan vertical el ttj projet- 
tera en b'i^ dans sa Traie grandeur. Or, le point B n'a pas ijiai^ 
de position ; donc il est toujours projeté en b\ Le point A a 
cbangéy mais il est resté à la même distance dn plan honaontal , 
et par conséquent sa projection Tcrticale est située sur la paral- 
lèle c^k' Bjrx'j d'ailleurs la projection ba est dcTcnae bi égde 
à &a 9 et parallèle a yx\ donc le point A dans sa nouTdle posi- 
tioa a sa projection horizontale en i; donc) en menant i^ po*- 
pendicnlaîre à xy^le point i^ sera la projection verticale dn 
point A , dans la position où AB est devenu parallèle an plan 
lertical ; donc la droite ib' sera la Traie longueur de AfiL 

On pourrait encore trouver la longueur AB, en faisant toarner 
autour de ab le trapèxe aiBA, pour le rabattre sur le plan ho- 
rîsontal , comme on le Toit en abnm ; on bien , en faisant tour- 
ner le trapèse olV^A autour de ab'y pour le rabattre aar le plan 
vertical, comme on le voit en a'b'n'm. 

On a, ih''=.ab^am'=zad y a'ni^^àtaj bn=sCb\ &V=CA. 

Si les constructions précédentes ont été bien exécutées , les 
droites ifb\ mn^ w!fi ^ seront de même longueur; car chacune 
d'elles mesure la Traie distance du point A au point B. 

a4i- 3* PROBLiicx (y^. 194)* ^o^ i^ "poinA donnée nunër une 
parallèle à une droite donnée. 

Soient, il> cf , les projections du point donné , et afr , db'^ les 
projections de la ligne donnée. La ligne cherchée passant par le 
point donné , les projections de cette ligne doiTcnt passer par 
les projections il, et, du point donné; mais les projections de 
deux parallèles sont parallèles (n^ 2a3); on construira donc 
les projections de la droite demandée , en menant, par le^ pro- 
jections dy d'y du point donné, des parallèle», d#,(f/,aax pro- 
jections, ofr, a'b\ de la ligne donnée. 

34^ 4* PROBiicMS (y^. 195). Connaissant les trac^ eU deus 
plans, consindre V intersection de ces planée 
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Soient, «a, md^ les traces du premier plan, et C&, tb\ œlles du 
second pha; lespointsi c, c', où ces traces se coupent, appartien- 
nent il Piotersection des deux plans; cette intersectien est Ja 
droite^ située dans l'espace, qui joint le point c au point d (elle 
n'est pas Indiquée dans la figure), et il s'agit d'en construire les 
projeetioiii. 

La pcojectidki horizontale du |x>int c' étant le pied s de la 
perpendiculaire menée du point d sur xy^ on Toit que « est un dés 
points de la projection horizontale de l'intersection des plans 
donnés ; nais c; est un point de cette même projection; la droite 
es est donc la projection horizontale de l'intersection demandée^ 

Par une raison semblable , si Ton mène la perpendiculaire cr 
à xy f le pied r de cette perpendiculaire sera la projection ?erti« 
cale du point c de l'intersection des plans donnés; mais c' ap« 
partient à cette projection ;'la droite cr sera donc la projection 
Terticale de l'intersection des deux plans, him/, Kb\ 

L'intersection des plans donnés est donc déterminée, puis* 
qu'on connaît ses deux projections. 

Nous allons examiner quelques cas partiodiers qui pourraient 
embarrasser. 

^^* (J^* '9^)' Quand Us traces horlstonlalesj ma^ Cb^ 'des 
plans cbnnésj qmo! ^ bW , sont parallèles j l'intersection de ces 
plans est parallèle aux traces ma, Cb ; car la parallèle à ces 
traces, menée par le point d de l'intersection des deux plans, 
doit se trouver dans chacun de ces plans (n* i23). 

Par conséquent, la projection horizontale de l'intersection des 
plans sera parallèle aux traces ma, 6b, et sa. projection yerticale 
sera parallèle à la ligne de terre. D'ailleurs, le pointe^ où les traces 
verticales se coupent , appartient h l'intersection des deux plans ; 
doDC, si Ton abaisse es perpendiculaire sur xy , et que l'on mène 
«t/ parallèle à «a, et ddf parallèle à yxy ces deux parallèles se- 
ront les projections de l'intersection des plans atta^ bCb\ 

^** (fiéf* '97)* Q'*^'^ U^ traces de chaque plan sont par al* 
lèles à la ligne de terre xyj les deux plans sont parallèles k xy , 
leur intersection est aussi parallèle k xy\ et , pour la détermi- 
ner , il faut employer tfu troisième plan de projection , qu'on 
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choisira, pour plus de simplicité, per|>endicu)aire à xy. Les 
traces yu^ yu\ de ce nouveau plan , seront j>erpendîcalaîrcs à 
xy. Cherchons les traces, sur ce plan , des deux plana donnés. 
Pour cela, observons que les points «e, «t\ ou yu et yu' sont ren- 
contrés par les traces «ta, ma\ du premier plan donné, appar- 
tiennent à l'intersection de ce premier plan avec le plan auxi- 
liaire ; supposons qu'on fasse tourner ce plan auxiliaire autonr 
de yu pour le rabattre sur le plan horizontal, le point et ne chan- 
gera pas de situation , la ligne yuf se rabattra sur la perpendi- 
culaire ^zf" à yUf et le point a! décrira un arc de cercle autour du 
centre y, pour se porter en m"f k une distance ym" = ys^ donc 
la droite, qui , dans l'espace, unissait les points «, «/, se rabat 
suivant la droite mm") et mm' sera sur le plan auxiliaire de projec- 
tion, la trace du premier plan donné. 

Les traces de Vautre plan donné étant les parallèles Cb, Çfb'^ m 
xy, on déterminera de même la trace CÇ* de Ce plan sur le plan 
auxiliaire rabattu en uyu. 

L'intersection c des droites mm y CC,sera donc le rabattement 
d'nn pbint de l'intersection des plans donnés. Donc, si le plan 
uyu fait un quart de révolution autour de yu pour reprendre 
sa position verticale primitive, le pied cf de la perpendicalaire cd 
à xy sera la projection horizontale d'xm.des points de l'intersec- 
tion des plans donnés^ et l'on obtiendra la projectionverticalecT 
de ce point en prenant. j^d'=rfc. Les parallèles, de, cf e', à yx, se- 
ront les projections demandées de l'intersection des plans donnés. 

3'^ (^fig* 198). Enfin, si le» traces des deux plane donnée sur 
chaque plan de projection sont parallèles entre elles, sans titre 
à la ligne de terre j les plans donnés seront parallèles. 

Par exemple , si les traces aa, aa , sont respectivement pa- 
rallèles aux traces Cb , Cb\ les plans donnés ama', bCb\ seront pa- 
rallèles (n** 169); il n'y aura donc pas lieu à chercher leur in- 
tersection. 

243. 5* PROBLiME {fig. 199). Déterminer le point O (timier^ 
section de trois plans donnés. 

Les plans donnés ; combinés deux à deux; se coupent suivant 
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trois droites qui passent par le point cherché. On construira 
donc les projections de ces trois droites. Si les constructions sont 
faites a?ec exactitude , les trois projections horiiontales de- 
vront passer par un même point o, qui sera la projection hori- 
zontale du point O cherché; les trois projections vcrHcales pas- 
seront aussi par un même point o qui serd la projection veKi- 
cale du point O; et la droite od ^ menée par les projections du 
point Oy devra être perpendiculaire à la ligne de terre '(n® a35). 
Ces constructions sont représentées sur la^. 19g. 

244* 6" PaoBi^àm (A^. aoo). Conêtruire Us points ou une 
■droite rencontre les plans d^ projection. 

Supposons que les projections bc, Vc\ de la droite donnée 1 
coupent la ligne de terre aux points ^ «, f. 

Pour trouver le point où la ligne donnée rencontre le plan 
horizontal y on observera que ce point doit avoir sa projection 
Tcrticale sur la ligne de terre xy (n" a33, i •);cette projectkm doit 
anssi se trouver sur AV, car h'd contient les projections verti- 
cales de tous les points de la droite donnée ; donc le point t^ où 
Vc' rencontre xy^ est la projection verticale du point de ren- 
contre de la droite donnée avec le plan horizontal ; conduisant 
donc, par le point t ^ une perpendiculaire th au plan vertical, 
cette perpendiculaire contiendra le point de rencontre demandé; 
mais ce point doit aussi se trouver sur la projection horizontale 
hc de la ligne donnée ; Pintersection h des droites hc , ih, est donc 
le point de rencontre de la ligne donnée avec le plan horizontal. 

On verra de même que si, par le point s^ on mène, dans le 
plan vertical, une perpendiculaire sh' sur xy ^ Pintersection v ^ 
de sV avec la projection verticale h' c\ sera le point de rencontre 
de la droite donnée avec le plan vertical. 

En général : Pour construire le point de rencontre d'une 
'droite avec le plan horizontal j déterminez le point d^ intersec- 
tion de la projection verticale de la droite donnée avec la ligne 
de terre; par ce point menez dans le plan horizontal une per- 
pendiculaire à la ligne de terre; la rencontre de cette perpen-- 
diculaue avec la projection horizontale de la ligne donnée sera 
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U point demancU. Pour trouver le point oà une droite rencontn 
le plan vertical^ déterminez l* intersection de la protection hori- 
Montale de la ligne donnée auec la ligne de terre ^ par cmpmnt 
menez dane le plan vertical une perpendiculaire ù Sa ligne di 
tetre ; la rencontre de cette perpendiculaire avec la projection 
verticale de la ligne dontiée , sera le point denuindé» 

Lorsqu'on change la position de la droite donnée, les points 
ht i^'i oii elle perce les plans de projection, changent aussi. Nom 
nous bornerons à faire remarquer les cas indiqués par \tB figurer 
aoo, aoi f 202 et 2o3. 

Dans \k figure 200, la droite rencontre le plan horisontal en h^ 
devant le plan vertical , et le plan vertical en if\ au-dessus du 
plan liorizontaL Dans \a figure 201 , le point h est derrière le 
plan vertical, et le point i^' au-dessus du plan horizontal. Dam 
la figure 202 f le point h est devigit le plan vertical, et le point if 
auf-dessous du plan horizontal. Enfin , dans la figure aoS, le 
point h est derrière le plan vertical, et le point p' an^dessoni 
du plan horizontal. 

245, 7* PaoBubiB (fig. 2o4). Faire passer un plan par trois 
points donnés. 

Les trois droites qui joignent les points donnés, étant si* 
tuées dans le plan cherché , ces droites rencontreront les plans 
de projection en des points qui appartiendront aux traces du 
plan demandé; on déterminera ainsi trois points de dacune 
de ces traces; les trois points de chaque trace devront être en 
ligne droite, et ces traces devront se couper en un même point 
de la ligne de terre ; ce qui donnera trois vérificatUms. ' 

Cette construction ne peut offrir aucune difGiculté, car die se 
réduit à trouver les points o& des droites données rencontrent les 
plans de projection , et l'on sait trouver ces points (n^ 244)' 

Supposez que, a, &, c, soient les projections horicontaks 
des trois points donnés, et que a\ b\ c' j soient les projections 
verticales des mêmes points. Les projections des droites menées 
parles points donnés, passeront par les projections de ces points ; 
les projections horizontales de ces droites sont donc, ab^ acf bc-, 
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«t lesproîecUoDf verticales des méraes droites sont, ab\a'c\Vc\ 
Si Uondierdie les points où ces droites rencontrent les plans de 
projection y on trouTera qu'elles rencontrent le plan Iiorisontal 
en trois pointa, d^ €,fyet]e plan 'vertical en trois points, d^, J^f» 

Quand la construction sera bien exécutée , la droite indéfinie 
menée par les points e, /, passera par <2, et la di-oite indéfinie 
m^iée par J tf ^ passera par é[\ ces deux droites devront con— 
coorir en un même point / de ar^, et elles seront les traces du 
plan qui passe par les trois points donnés. 

Discutons les différens cas qui peuvent se présenter. 

!*• Quand les droites qui joignent les points donnés ne sont 
parallèles à aucun des plans de projection , chacune d'elles ren- 
contre les deuK plans de projection, et l'on trouve trois points 
de vérification. 

s®. Lorsqu'une seule des droites est parallèle à l'un des plans 
de projection , au plan horizontal par exemple^ elle ne rencontre 
plus ce plan ; il ne reste donc que deux points de vérification. 
Mais, cependant , il existe une troisième vérification ; car on dé- 
duit des principes desn^ i44 ^^ 1^6, que la trace faorisontale 
du plan cherché doit être parallèle à la projection horizontale 
de la droite qui est supposée parallèle au plan horizontal. 

3^ Quand une des droites est parallèle aux deux plans de pro- 
jection , elle ne rencontre plus ces plans; on ne connaît que les 
deux points de chaque trace, donnés par les rencontres des 
deux autres droites avec les plans de projection \ alors la droite 
parallèle aux deux plans de projection est parallèle à la ligne 
de terre xy (n* 147) *> donc le plan cherché est lui-même pa- 
rallèle à xy; et par conséquent ses deux traces doivent être 
parallèles à xy (n"23o). 

4** Si deux droites étaient parallèles à l'un des plans de pro- 
jection , au plan vertical par exemple, le plan de ces droites, 
qui est celui des trois points donnés , serait parallèle an plan 
vertical (n^ i6e) ; la trace horizontale du plan cheix^hé serait 
donc parallèle à la ligne de terre (n** a3o), et les projections 
horizontales des trois points donnés seraient sur cette trace , 
qui suffit alors pour déterminer le plan cherché. 
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5*. EdCd, si les trois points doonés étaient en ligne droite, 
eette droite rencontrerait chaque plan de projection eo on seul 
point; on ne connaîtrait qn'nn point de chaque trace da plan 
demandé ; la position de ce plan serait donc indéterminée. 

246. 8' PaoBLEMB (fig. ao5). Conduire un piampar deux 
droites qui se coupent, ou qui êont paraileies. 

CberclM>s les points, a, fr , où ces droites percent te plan ho- 
rizontal j cliercliez aussi les points d^ b\ où elles percent le plan 
Tcrtical ; les droites, ab^ dV^ seront les traces du pbn 



347- 9* PnoBLiiCB. Trouver le point ou une droite donnée ren- 
contre un plan connu. 

Si , par la projection horizontale de la ligne donnée , on màne 
un plan Tcrtîcal , ce plan contiendra le point cherché ; mais 
ce point doit aussi se trouver dans le plan donné; Finteraection 
de ces deux plans et la droite donnée» contiendront donc le 
point cherche ; ce point sera donc déterminé par l'intersection 
de ces deux lignes. 

Par exemple, pour construire le point de rencontre de la 
droite dont les projections sont dr et ds {fig. 206), avec le plan 
amd^ on conduira un plan'vertical drvy par la projection horizon- 
tale £&*; ce plan contiendra la ligne donnée ; sa trace horizontale 
serdidr, et sa trace verticale sera une droite tv perpendiculaire à 
xy (n® 233, 3®}. Menant bb^ perpendiculaire à xy, la droite iVsera 
la projection verticale derintersection des plansa«a^,£2r^ (n^24a). 
Or, la projection vei'ticale du point cherché doit se trouver sur 
la droite b'i^ et sur la projection verticale da de la ligne donnée; 
la projection verticale du point demandé est donc Fintersec^ 
tion/^ des lignes 6V, d's. 

Mais, la projection horizontale de ce point doit se trouver 
sur la perpendiculaire f'k à xy (p? qS5) , et sur la projection 
horizontale dr* de la droite donnée; l'intersection/* des lignes 
ftf dr, est donc la projection horizontale du point demandé. 

Pour construire directement la projection horizontale /"du 
point cherché, on mène par la projection verticale de de la ligne 
donnée^ un plan d'sh perpendiculaire au plan vertical; le plan 
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tïfih contient le point cliercbé; mais ce point est dans ]e plan 
donné, la projection horizontale cA deV intersection des plans dshj 
aaa\ contient donc la projection horizontale du point cherché. 
Mais, cette projection doit anssi se trouver sur la projection ho- 
rizontale dràe la ligne donnée; l'intersection/*, des droites ch^ 
dr, sera donc la projection horizontale du point cherché. 

Quand les constructions précédentes auront été faites avec 
exactitude I les trois droites, /^it, ch^dr, passeront par un même 
point/*. 

Lorsque la droite donnée est verticale , sa projection horizon- 
tale se réduit k nn point d {fig, 207) , qui est la projection ho- 
rizontale du point cherché, et la projection verticale de cette 
droite eat h perpendiculaire dsd' à xy. Pour construire la pro- 
jection verticale du point cherché ; on mène un plan vertical 
brv par la projection horizontale d de la droite donnée ; ce plan 
reste indéterminé, car sa trace horizontale br n'est assujettie 
qu'à passer par d; sa trace verticale est uue perpendiculaire rif 
à xy. Si l'on tire la perpendiculaire bV à xy, la droite i^b' sera 
la projection verticale de IMntersection Aes plans ama\ brç^ et 
le point /^ de rencontre des lignes i^b^y dd!, sera la projection 
verticale du point où la verticale donnée-cençootre le plan orna. 

La trace horizontale du plan vertical mené par la verticale 
donnée, n'étant assujettie qu'à passer par d, nous allons supposer 
successivement que cette trace est parallèle à xy et à am. 

Si l'on prend là trace dh (Jig, 208) parallèle à ay , le plan ver- 
tical qui contient la ligne donnée sera parallèle au plan vertical 
de projection ; son intersection avec le plan attaf sera parallèle 
h ML (n** i53) , et la projection verticale de cette intersection sera 
aussi parallèle à ma! (n° 223).Or, le pointa où-se coupent les traces 
horizontales, c26, «a, appartient à cette intersection ; donc si l'on 
mène bV perpendiculaire à xy^ et ensuite l^e' parallèle à «a% 
cette parallèle sera la projection verticale de l'intersection du 
plan aavL avec le plan vertical mené par db \ la ligne Ve ^ par 
sa rencontre avec dd! y détermine la projection verticale/^ du 
point où la verticale donnée rencontre le plan donné atta , 

Si l'on prend la trace db {fig. 209) parallèle à g#c, le plan qui 
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contient la verticale donnée aora pMir trace verticale Bue per- 
peodicabire be kxy y elle point b' oà cette trace reacootre «a', 
appartiendra à l'intersection des denx plant OfloTy d&r'; €»r , cette 
intersection est parallèle à tta (pagm 1 3 1 , i *") ; donc cUe eA hori- 
aontale; donc sa projection verticale sera nne psiJB^k l/c' à la 
ligne de terre. Le point /*, où b'c rencontre dd, est In prajectioa 
verticale du point cherché. 

348- 10* PaoBLim (^g. 207). Gmnaiêtant let <raew ^iia 
plan, et i^une deê projectioru d^un poini siltsê dans ce pia», 
trouttr Vautre projection de ce poini. 

Par exemple , soit d la projection horisontale d'an point dn 
plan acen'; en menant nne verticale par le point i2, la projection 
verticale demandée sera celle du point de rencontre de cette 
verticale avec le plan aad. Cette question rentre donc dans 
celle dn n** 247* 

249* II* pROBLiicE. Par un point donnée conduire un plan pa- 
rallèle à un plan donné. 

Tout plan conduit par le point donné, coupant le plan donné 
et le plan cherché suivant deux parallèles (n** i53)y si l'on tire 
par ce point une parallèle à une droite quelconque située dans 
le plan donné, cette parallèle sera dans le plan chorché, cona- 
trui^nt donc les points où elle rencontre les plans de projection* 
on aura un point de chaque trace du plan cherché ; les parallèles 
aux trâècsdu plan donné, menées par ces deux points* seront 
les traces du plan demandé (n* i53). 

Soient donc, </, cT, {^fig. 2 1 o), les projections du point donné, et 
«a, §ui\ les traces du plan donné; prenez un point e sur la trace 
horizontale «a , et un point e' sur la trace verticale «a' ; menea les 
perpendiculaires €p, e'<7, à la ligne de terre xy\ les droites e9,e'p, 
seront les projections d'une droite ee' de l'espace située dans le 
plan donné afi ^ car cette droite a deux pointSj e, e', qui sont 
dans ce plan ; menez par deid! des parallèlesyr,/^^, à eq et e'p^ 
ces parallèles seront les projections d'une droite ff parallèle à 
ee', et qui sera dans le plan cherché ; les poInts^/^,où cette pa* 
rallclc rencontre les plans de projection; appartiendront doncanx 
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tracef dn plao cherché^ et comme ces traces doivent être paral* 
lëles aux traces a«, clm^ du plan donné , on les obtiendra en tirant 
paryet/^des droites 611, yu.^ respectivement parallèles à am etaV 

Quand le plan donné n'est pas parallèle à la ligne de terre 
xy y il coape cette ligne en un point «, et les traces da plan 
cherché doivent concourir en un même point C de xy. 

Lorsque le plan donné est parallèle à un des plans de projec* 
tion y au plan vertical , par exemple y le plan cherché est aussi 
parallèle an plan vertical ; chacun de ces plans n'ayant plus 
jqu'nne seule trace, qui est une parallèle a xy située dans le 
plan horizontal , la construction précédente est en défaut ; mais 
4>n obtient directement la trace horizontale qui détermine le 
plan cherché, en conduisant par la projection horizontale du 
point donné, une parallèle à xy; cette trace horizontale déter- 
mine entièrement le plan cherché. 

BsafABQUx. Quand le plan donné amai {Jtg. 211) n'est pas pa- 
rallèle à la ligne de terre xy , on peut simplifier la construction 
indiquée, car la trace horizontale am étant dans le plan donné, 
si l'on conçoit qu'on mène par le point donné (<f, d'), une paral- 
lèle H à a«i, cette jwrallèle sera dans le plan clierché , et de plus 
elle sera parallèle au plan horizontal; donc la projection hori* 
xontale de H est la parallèle drli am menée par le point d, et la 
projection Tcrticale de H est la parallèle étp' à xy. Les droites 
dfy d'p'y étant les projections d'une ligne H située dans le plan 
cherché, si l'on détermine le point s o& cette ligne rencontre le 
plan vertical (ce qui s'exécute en tirant la perpendiculaire ra* à 
xy)y ce point appartiendra k la trace rerticale du plan cherché. 
On obtiendra donc les deux traces du plan demandé, en tirant 
par / la parallèle b'i k a' m y et en menant ensuite la parallèle Cb 
il cea ; les droites ib'y Cb, seront lés traces du plan cherché. 

Pour obtenir une vérification, on conçoit que l'on mène par 
le point donné Çd, d) une parallèle Y à la trace verticale a' m 
an plan donné; cette parallèle est dans le plan cherché, et de 
plus elle est parallèle au plan vertical de projection ; donc la 
projection verticale de la parallèle V è a' m est une parallèle ciV a 
a' M y et sa projection horizontale est 1» parallèle dp à xy. On cons*' 
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troît lepoiot i oti la droite V rencontre le plan horîtoatal, en me- 
nant la perpendiculaire r'nk xy^ Pinteraection s des droites dp, 
/n, doit se troorer sur la trace horizontale Cb du plan cliertJié. 

'iSo. 12* VnotLhâm {fig. 212). Un point et mm pian étant 
donné» , on propose de mener une perpendiculaire, du point 
donné sur le plan donné; de trouver le pied de la perpendicu^ 
laire, et de construire la longueur de celte perpendiculaire» 

Soient, d^dy les projections du point donné D^ et «c, mc\ les 
traces du plan donné ; les projections de la perpendiculaire de- 
mandée doivent passer par les points dy d (u® 2^9) t ^ Ton a 
vu (n® 237) que ces projections sont perpendiculaires anx traces 
€tc^ «c^ On obtiendra donc les projections de la droite chercbée, 
en tirant par dcid des perpendiculaires dn^ ds, aux traœs me, 
mc\ On en déduira facilement les projections p^ p\ du point P 
de rencontre de la perpendiculaire DP avec le plan c«c' (n* ^7)1 
et ensuite le procédé du n® 240 fournira le moyen de troaver la 
distance DP du point donné {dy i) au pied (p, p') de la perpen- 
diculaire DP au plan cmc. 

25 1. i3* PfiOBLiifE {fig, 21 3). Par un point donné {dJT), 
mener un plan perpendiculaire à une droite donnée {ab^ afb ). 

Le plan cherché devant être perpendiculaire à la droite don- 
née, les traces de ce plan sont respectivement perpendiculaires 
aux projections de la ligne donnée (n® 237) ; mais le point donné 
appartient au plan cherché. On connaît donc un point dn plan 
cherché , et les directions de ses traces. Il suffît donc de trouver 
un point de l'une des traces du plan cherché. A cet effist, on 
conçoit que l'on mène par le point donné D, nne parallèle H à 
la trace horizontale du plan cherché ; cette parallèle est située 
dans le plan cherché, et de plus elle est parallèle au plaa liori- 
zootal; donc sa projection horizontale est parallèle à la trace 
horizontale du plan cherché, et par conséquent perpendicu- 
laire à la projection horizontale de la droite donnée ; mais elle 
passe par d] 01) obtiendra donc la projection horizontale de l'ho- 
rizontale H située dans le plan cherché, en tirant par d uiin 
perpendiculaire dr à ab, La projection verticale do H est une 
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parallèle ip' à X)'. Les <1roites c/r, i{p\ étant les projections 
d'une ligne H située dans le plan cherché , si Ton détermine le 
point J ou cette droite rencontre le plan vertical (ce qui s'exé-. 
cute en tirant ts perpendiculaire à xy) ^ ce point appartiendra 
à la trace Teiiicale du plan cherché. On obtiendra donc les 
traces du plan demandé , en tirant par b' une perpendiculaire 
c'm à dV i et te conduisant la perpendiculaire eec à ah. 

Pouf obtenir une vérification, on conçoit que l'on mène par 
le point donné {d^ d) une parallèle Y à la trace verticale du 
plan cherché i cette parallèle est dans le plan cherché , et de 
plus elle est parallèle au plan vertical de projection ; donc la 
projection verticale de Y est parallèle à la trace verticale du plan 
cherché , et par conséquent perpendiculaire hi la projection ver- 
ticale db' de. la droite donnée; la projection horizontale de la 
parallèle Y an plan vertical est parallèle à xy. On obtiendra 
donc les projections de la droite Y, située dans le plan cherché^ 
en menant d/ perpendiculaire à db\ et en conduisant la pa* 
rallèle dp k xy ; le point a oh la droite Y rencontre le plan hor 
rîzontal, devra se trouver sur la trace «c (déjà déterminée) du 
plan cherché. 

a52. i4' PaoBi^im (^fig* si 4)* ^^ point et une droite étant 
donnai j onpropoaç de mener par le point donné une perpendicu- 
laire à la ligne donnée j de déterminer le pied de cette perpendif^ 
eulairej e^t de trouver ladiatarice dupoint donné à la droite donnée. 

Par le point donné D, dont les projections sont d^ dy menez un 
plan Cite y perpendiculaire à la droite donnée {ah, a' h') (n^ sSi) ; 
déterminez les projections, p,/>', du point P oh le plan cmc' ren- 
contre la droite donnée (n® ^47) ; la droite DP sera la perpen- 
diculaire demandée ; et par conséquent, les droites dp, dp', seront 
les projections de cette perpendiculaire. Yous déduirez ensuite 
de ces projections, la longueur de la perp^diculaire abaissée du 
point donné sur la droite donnée (n^ a4^T' 

253. i5" PBOBiilifE. Par une droite donnée^ conduire un 
plan perpendiculaire à un plan donné. 

Si d'un point quelconque de la droite donnée^ on mène une 
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perpentliculaire au plan donné , celte pcrpendicalaîre et h 
droite donnée seront dans le plan cherché (n* 188); les points 
ob ces droites rencontreront les plans de projection, appartien-^ 
dront donc aox traces du plan cherché. On déterminera donc 
facilement deux points de chaque trace. II y aura un point de 
Térification^ car les traces devront se 'couper sur un même point 
de la ligne de terre. La solution de ce problème ne dépend donc 
que des constructions des n^ 25o et 244* 

5 m. jingles formes par des droites et des plans. 

a54* 16* Problème (Jig.^iS), Construire VangU firme par 
deux droites dont les projections sont données. 

Si 9 par un point quelconque , on mène des parallèles aux 
lignes données, l'angle formé par ces parallèles mesurera Fangle 
des lignes données (n^ 167). Soient donc, a, a, les projections 
d*un point quelconque ^ ab , ab\ les projections de la parallèle 
à la première droite, et ac, ac, les projections de la parallèle k 
la seconde droite; si vous déterminez les points b, CyOJi ces pa- 
rallèles rencontrent le plan horizontal , aétc^ senmt les pro- 
jections du sommet d'un triangle , dont la base sera &c ; et , dan» 
ce triangle, Fangle opposé |à la base bc sera l'angle démandé. 
Or y la base bc est dans sa vraie grandeur; il suffit dmic de 
cberober les longueurs des deux autres côtés. Les projections 
de Vun de ces côtés étant ab, clb\ si vous prenez pi/ ssoi^j'hy 
poténuse dq sera la longueur du côté projeté en ab\ et en pre- 
nant prssac, l'hypoténuse aV sera la longueur du côté projeté 
en oc. Par conséquent , si, des points i, c, cx>mme centres y 
TOUS décrivez des arcs avec les rayons aq , aV, et si du point Ay 

06 ces arcs se coupent, vous menez les droites Ab , 4^>;Fmig1e 
iAc sera égal à l'angle formé par les droites données. 

On peut construire Te triangle bKc par une métliode plus 

élégante. En effet , la base bc étant connue, il suffît de trouver 

la position et la grandeur de la perpendiculaire Aâ, meûée du 

sommet A sur la base. Or , a est la projection horizontale du 

sommet A ; par conséquent , si , du Sommet du triangle , on 
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f irait une perpendiculaire sur le plan Ijorîzontal^ le pied de 
cette perpendiculaire serait a; menant a/^ perpendiculaire » 
la base bc, qui est dans le plan horizontal , la droite que l'on ti-* 
rerait du sommet A du triangle au point hj serait perpendicu- 
laire ii bc (n** i33}; le point h, ainsi déterminé^ estdoncle pied 
de la perpendicnlaire abaissée du sommet A du triangle sur la 
base ic; oA est donc la projection horizontale de cette perpen- 
diculaire. Or, le point h est dans le plan horizontal, et la dis- 
tance da sommet A au plan horizontal est a'p ; prenant donc 
ph'ssah, et tirant Thypoténnse ah\ceiXe hypoténuse sera la 
hanteur dn triangle cherché (n^ 24^)* ^^^ conséquent , si l'on 
porte sur la perpendiculaire hak à bc, une partie h A =: ah\ 
et si l'on tire les droites Ab, Ac, le triangle demandé sera Abc, 
et bAc sera Panglê formé par les droites données. 

En exécutant une construction analogue par rapport au plan 
vertical, on de^ra retrouver le même angle bAc* 

Cette construction suppose que les deux droites données 
repcontrent l'un des plans de projection. 

BxMABQUx, (>^'. 2i6).iQuand l'une des droites est parallèle à 
un des plans dé projection, au plan horizontal par exemple, on 
mène pgr un point quelconque b du plan horizontal, des paral- 
lèles aux droites données ; l'une de ces parallèle est la droite bc 
située dans le plan horizontal , et en tirant la perpendiculaire 
bl/ k xy, les projections de l'autre parallèle sont des droites ba^ 
Vci\ l'angle formé par cette seconde parallèle avec bc est égal à 
l'angle cherché. Pour construire cet angle, tirez une pcrpendi-^ 
culaire quelconque aa! sur xy, les pomts a, a, seront les pro- 
jections d'un point A de la seconde parallèle ; et si l'on conçoit 
une perpendiculaire abaissée de ce point sur bc, la projection 
horizontale de cette perpendiculaire sera 1^ perpendiciilaire ah 
à ic ; de -sorte qn'en prenant pK = ha , 'l'hjpoténiise. ah' sera 
la longueur de la perpendiculaire projetée en ah. Prenant donc 
sur la' perpendicnlaire hak à bc, une partie h A s: AV, et joi- 
gnant Ab, l'angle Aie sera celui âes- droites données. 

Si les deux droites données étaient parallèles à un des plans 
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di? prdj«*ctiofi , au plau horiiontal par exemple, TaDgle formé 
par lef projections horêzontales de ces droites sermil ^1 à 
l'angle des lignes données. 

2^5. 17' PaoBLÙa (Jig- 217). Consiruin FatigU /mwé 
dans ^eêpace par les traces d'un plan donné. 

Ce problème n'étant qa'un cas particulier du précédent, on 
obtiendra Fannie cliercbé par une constructioD analogue à celle 
qui ^tent d'éire indîquét: dans la remarque ci- dessus. Soient 
me y me y les traces du plan donne , on conceTra que , par on 
point quelconqie a' de la trace vtftîcale mc\ on mène dans l'es- 
pace une perpendiculaire sur la trace boriionfale «c ; on trou- 
"vera la projection horizontale de cette perpendicalaîre en ti- 
rant la perpendiculaire ap à xy^ et la perpendiculaire po sur 
«c; la droite pa sera la projection demandée; de sortie qu'en 
prenant pq^x^pa, rhjpotcnusc'a'ç sera la Traie jgrandenr de 
la perpendiculaire abaissée de a' sur «c; or, cette perpendicu- 
laire forme avec o-a' et «a un triangle rectangle, dans lequel 
l*angle opposé à la |)crpendicu]aire a'a est précisément l'angle 
demandé y prenant donc sur le prolon^ment atdfipa une partie 
as=^a'q y et joignant «s, l'angle ams ^a la Trsûe grandeur de 
l'angle que les traces me , mc\ font entre elles dans l'espace. 

On parvient au même résultat en prenant deux points quel- 
conques b', b, sur les traces «c'y me, et en construisant le triangle 
dont les deux, cotes qui comprennent Panglé cherc}ié sont «fry 
mb'y le troisième côté de ce triangle étant la droite* menée dahs 
l'espace du point b au point b', on trouvera ce côté en tirant la 
perpendiculaire b'raTjr, et en prenant rn =r rb', b'n sera la Traie 
grandeur du côté cherdié; par conséquent, si l'on décrit des 
arcs dans le plan horizontal j des points m^ b , comme centra, 
aTCcles TAjûDsmb', b'n, ces arcs se couperont en un point /, et 
en tirant la droite mt, l'angle ku sera égal à l'angle fordié par les 
traces «c, mc\ 

Si les constructions précédentes ont été faites avec exactitude^ 
les points m, tfSy seront en ligne droite. 

256. 18* Problème (Jig. a 18). Par le point d'intersection 
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de deux droiUs dmrnieuj mener dans leur plan une droite qui 
divise V angle qu^elUê Jorment en deux pariiee égales. 

Soppotes que les projections de la première droite soient ab, 
dVj el qae celles de la seconde soient ac^ oV; construisez, 
comme dans le n* a54> Pangle hKc formé par ces droites. Du 
point A menés une droite Ae, qui divise Tangle bkc en deux 
parties égales; l'intersection e^ des droites Ae, hc^ sera le point 
o& la ligne demandée rencontre le plan horizontal; la projection 
Tertioale de ce point sera le pied e' de la perpendiculaire menée 
du point e sur :f^; e et e' seront donc les projections d'un point 
de la droite chercbée, mais les projections de cette droite doi» 
vent passer par les projections , a, a\ de l'intersection des droites 
données; Içs droites^ ae^ cle\ sont donc les projections de la ligne 
demandée. 

Si la ligne cherchée devait diviser l'angle des lignes données 
en deux parties qui fussent dans un rapport donnée la construc- 
tion ne différerait de la précédente qu'en ce que la droite Ae 
diTÎserait l'angle bXc dans le rapport donné. 

057. 19* P&OBi;àia ifig. 219)* Réduire un angle à l'horiMon; 
c'est-à-dire, connaissant les angles Y^ V^ que deux droites^ l, l^^ 
inclinées à VhoriÊOnjfànt avec la verticale^ et Pohgîe que ces 
droites font entre elles j construire l^ angle V formé par les pro» 
jections horixontales des côtés de l'angle 9. 

Par un point quelconque s du «plan Tertical de projection , 
tirez dans ce plan une droite sq qui forme l'angle V avec la ver* 
ticale sp'j la projection horizontale de sq ou de l, sera la partie 
pq de k ligne de terre xy\ il ne s'agira pliu que de trouyer la 
projection horizontale de la deuxième droite i, qui passe par s y 
et qui iait l'angle V^ a^ec la verticale sp , et l'ange 8 avec sq. 
La droite t passant par s, sa prqeotion horiacMitale ptMe par p. 
11 suffit donc de cherdier le point n de rencontre de la droite Z' 
avec le plan horizontal , car pn sera la projection horizontale 
de P, et comme pq est la projection horizontale de l, l'angle 
npq sera égal à l'angle t^' demandé. 

Le point n serait facile à déterminer ; si Ton connaissait ses 
Géométrie. ^ o 
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difUneet aux fo\nlsp,qy car en décrivant des ares de pétq 
comme centres avec des rayons égaux à ces distances, ces ara 
se couperaient au point n demandé. Or, en conœrant la droite 
sn qui joint dans l'espace le point s au point n , les distances in- 
connues pn, qn , sont les c6tés de deux triangles spn^ sqn, qu'il 
est (actle de construire au moyen des angles connus V, S, qœ 
k droite sn forme avec les droites connues sp, sq. En eflet: 

!*• La droite sn faisant l'angle V avec la verticale 'p , si Pod 
tire dans le plan vertical une ligne sr sous l'angle psr^y\ 
Fhypoténuse sr sera la vraie longueur de la droite sn qai joint 
le point s au point cherché n, et pr sera égal à la distance i\ep 
k n. Le point n sera donc sur l'arc rda décrit de p conune centre 
avec le rayon connu pr. 

90. Dans le triangle sqn (situé dans l'espace) , on connaît le 
côté sq-f la vraie grandeur du côté sn est sr^ et l'angle formé 
par ces deux côtés est 9; par conséquent, si l'on tire dans k 
plan vertical la droite se sous l'angle qsc i= 6 ; et si l'on prend 
st^^sry la droite qt sera la Traie grandeur du côté ça; le point 
cherché n doit donc se trouver sur l'arc tmb décrit de q comme 
centre avec le rayon connu qL Mais d'après (i*) , ce point doit 
aussi se trouver sur l'arc rda décrit de p comme centre avec le 
rajon pr-f l'intersection n de ces arcs sera donc le point n de- 
mandé; et en tirant pn^ l'angle npq sera l'angle nsq réduit k 
l'horizon. 

Les angles plans psq = Y , psn = V, n$g=A, forment un angle 
solide triple en s, et l'angle npq szV, est la mesure de Pangle 
dièdre formé par les plans verticaux psq y psn^ qui contiennent 
les deux côtés de l'angle 6. 

RxMARQUE. Ce problème est fort utile dans le lef^ As pUms; 
car, sur la carte d'un pays, c^est la projection horizontale dei 
angles que l'on construit, et non les angles eux-mômes. 

268. ao« PROBLèscx ifig. a2o). Construire VangU Jbrmé pai 
une droite at^ec un plan. 

Si, par un point quelconque delà droite > on mène une per- 
pendiculaire au plan , l'angle formé par ces deux droites sers 
le complément de Pangle demandé (n** i68). La question est 
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donc ramenée i chercher Tangle de deux droites (jn? à54). 
Smenti ab , a'b\ les projections d'une droite; pour trouver 
l'angle formé par cette droite i ayec le plan dêid\ on mènera par 
les projections a, a', d'un point quelconque A de cette droite^ 
des perpendiculaires ac , i^c\ sur les traces ad , mdf, du plan^ ces 
lignes seront les projections d'une perpendiculaire au plan dtuT 
(n** aSo) ; et si Ton construit l'angle &Ac formé par cette per- 
pendiculaire avec la droite donnée , cet angle sera le complé- 
ment de l'angle demandé. Conduisant donc AA perpendiculaire 
sur ACf l'angle bÀÂ sera l'angle demandé. 

sSg. 21* PaOBLiiCB (fy> 221). Déterminer les angles formés 
pat un plan donnée apec les plans de projection. 

Supposez que t^/ soit le plan donné. Pour construire l'angle 
formé par ce plan ayec le plan horizontal , menez arbitraire- 
aient un plan Tcrtical asa' perpendiculaire à la trace horixon* 
taie*/; as sera perpendiculaire à mt, sa' sera perpendiculaire 
à xyf et la droite qui joint dans l'espace les points a, a\ sera 
perpendiculaire à «^; donc l'angle que fait cette droite ayec as 
est égal à l'angle du plan donné avec le plan horizontal. 

Pour construire cet angle , on fait tourner le plan asa' autour 
de 9af, pour l'appliquer sur le plan vertical de projection ; le 
point a décrit dans le plan horizontal l'arc anp , dont le centre 
est 5; la droite qui unissait les points, a^, a , prend la position 
t/p , et a'ps- est égal k l'angle cherché. 

Pour construire l'angle formé par le plan tm^ avec le plan 
TCrtical , menez sb* perpendiculaire à «/, et se perpendiculaire 
à xy\ de 5 comme centre, avec le rayon sb', décrivez Itajue 
b'n'q ;, tirez cq ; cqs sera égal k l'angle demandé. 

260. 22* PRaHifafX (fig. 29^). Déterminer V angle Jbrmé par 
deux plans donnés. 

Si, par un point quelconque , on menait deux perpendicu- 
laires à ces plans « l'angle formé par ces droites serait facile 
à construire (n^ ^54)» et le supplément dcvcet angle mesurerait 
l'inclinaison des plana donnés (n* ig6). 

Mais on peut résoudre directement ce problème. En effet ^ 

10. • 
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foîent tdii et d&âl les plans donnés \ construises la projection 
horizontale ah de leur intersection (n® 242); cette intersectîoD 
aéra la di*oite / qui joint dans l'espace les points a^al \ par un 
point quelconque c de ah-^ concevez an plan perpendiculaire 
à /, sa trace horizontale sera la perpendiculaire gjch k ab-, il 
-coupera / en un point S de l'espace , ses intersections avec les 
plans donnés seront des perpendiculaires Sg^Shklf et dans le 
triangle Sghj l'angle opposé à la hase gh sera l'angle dier- 
ché. La question est donc réduite à construire dans! sa vraie 
grandeur le triangle Sgh. Pour y panrenir, on cherche la lon- 
gueur de la perpendiculaire abaissée du sommet inconnu S sur 
la hasegh ; le pied de cette perpendiculaire sera c , car le point S 
étant sur l'intersection / dont la projection est ab , la perpendi- 
culaire abaissée de S sur le plan horizontal , rencontre ce plan 
en un point inconnu s de ab, et se étant perpendiculaire k ghf 
la droite Se est perpendiculaire a gh (n® i33). Pour trouver la 
hauteur Se du triangle Sgh, on fait tourner le plan vertical aba 
autour de la verticale a'bj jusqu'à ce qu'il vienne s^appliquer sur 
le plan vertical de projection; les points, c, a, décrivent des arcs 
czq, afp, doni]e centre est b ; l'intersection /, qui joint cf eia^ 
vient se placer sur la droite a^p ; la hautepr cS du triangle Sgh 
est perpendiculaire à l'intersection / des plans donnés, car elle 
se trouve dans le plan Sgh perpendiculaire à /; la vraie lon- 
gueur de cS est donc la perpendiculaire qr, menée de g sur a^p. 

Par conséquent, si l'on prend sur la droite ca une partie 
en = qr, et si l'on tire les droites ng, nh, le triangle ngh sera 
la vraie grandeur du triangle Sgh, et gnh mesurera Pangle 
des plans donnés, Ut\ êZd! , 

Remabqujb. Si l'on tire rm perpendiculaire à xy^ et si Ton 
conçoit que le plan dbp tourne autour de db pour venir prendre 
la position dba, les point-s, Pf^n^q, décriront dans le plan ho- 
rizontal des arcs pfa^ m/^, qze, doiit le centre esJt 6; la droite 
dp s'appliquera sur l'intersection / des plans /»/, dG(ï, h 
point r viendra en S , la perpendiculaire qr a pd coïncidera avec 
la perpendiculaire cS menée de c sur l'intersection l,ets sera la 
projection horizontale de S. 
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Les droites sgf sJiy étant les projections horizontales des côtés 
Sg> Sh, du triangle Sghy si Ton prend mk = sg^ my^sh , 
les hypoténuses ^rt^P/f seront les Traies grandeurs des côtés Sgj 
Sh, du triangle Sgh (n^ 240); et par conséquent^ si la coru- 
truetion a été bien faite ^ les droites rky ry, seront respective^ 
ment égales aux côtés j ng, nh. 

261. a3* "PMOBhknz {,fig. aa3). Construire un plan qui passe 
par l'intersection de deux plans donnés^ et qui divise l'angle 
qu'ils forment en deux parties égales. 

Si les-deux plans donnés sont ttU^, dSd^ le plan cherché P, à&* 
Tant passer par l'intersection des plans donnés , les traces du 
plan P passeront par les points, a, a\ où cette intersection ren-* 
contre le» plans de projection. On connaît donc un point de 
chacune des traces du pbn cherché. Or, ces traces doÎTent passer 
par un même point de la ligne de terre *, il suffit donc de trouTCP 
un autre point de l'une des traces du plan cherché. Pour déter- 
miner un point de la trace horizontale, on construit d'abord-^ 
sur le plan horizontal , l'angle gnh formé par les plans donnés 
(p? a6o). Si le plan cherché P était mehé, le plan conduit pan 
gh perpendiculairement à l'intersection / des plana donnés ^ 
couperait le plan P suÎTant une droite qui diviserait en deux 
parties ég^es l'angle gnh des plans^ donnés '^ par conséquent » 
pour trouver le point oii cette droite rencontre le plan hori- 
zontal^ il suffît de tirer par n une droite qui divise l'angle 
connu gnh en deui parties égales ; le point i oii cette droite ren« 
contre gÀ est le point cherché. Mais , cette droite est dans le pla» 
cherché ; k est donc un point de la trace horizontale de ce plan ;- 
or, a est un point de la même trace;, la droite oity est donc la trao& 
horizontale du plan demandé. Les points, y, a\ appartenant k 
la trace Terticale de ce plan ^ cette trace est la droite ya\ 

RsBCABQUE. Si les angles formés par le plan cherché aTec les 
deux plans donnés, devaient être dans un rapport donné , il suf- 
firait de mener la droite nk de manière qu'elle divisât l'angle 
connu gnh dans le rapport donné. Le reste de la construction 
serait le même. 
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§ iV. Plus courte distance de deux droites. 

26a. 24* PnoBLiMB (Jlg. 224). Corutruire la phu courd 
distance entre deux droite^^ l, f, qui ne sont peu situées dane un 
mime plan. 

Il saffit d'appliquer la méthode des projections à la solation 
qai aété indiquée dans le n® 166. Soient dotic , ab^ aV, les pro- 
iec^iona de l, et cd^ c'Jy celles de f\ on mène par un point quel* 
conque {o^o') de ly une parallèle U kt\ soient gt/, g^i/, les pro- 
jections de L'. On lait passer un plan P par les droites l, 1/ ; pour 
construire les tracer de ce plap» on détermine les points b, g, 
a y i/fOii les lignes /, L% rencontrent les plans de projection, 
les droites bgét y y/ciet,y sont les traces du plan P. On obtiendrait 
la longueur de la plus courte distance demandée , en abaissant 
vne perpendiculaire P' au plan P, par un point quelconque de l\ 
mais afin de simplifier, on mène la perpendiculaire P' par le 
point {Cy d*) oit-la droite t rencontre le plan horizontal; de cette 
manière y les projections de la perpendiculaire P' sont les lignes 
ce y de' y respectivement perpendiculaires aur traces ab^ «1/, du 
plan P; et la construction du n^ 247 sert à détermiiker le point 
(A y h') où la perpendiculaire P' rencontre le plan P. Par le point 
(h y K) on tire une parallèle à la droite l\ et Voh construit le 
point {ky h!) ok èette parallèle rencontre la ligne /; enfin, ptf 
le point {h y k') on mène une parallèle à la perpendiculaire P' 
au plan P; 1^ projections de cette parallèle s'obtiennent en tî^ 
rant des parallèles kiy kfi', aux projections ec, e'cy de la perpen- 
diculaire P^; les droites ki, k'iy sont les projections de là plus 
courte distance demundée y et l'on construit sa vraie grandeur 
Vpy comme il a ^té indiqué (n*" 240). 

Quand la construction a été faite avec exactitode y la droite H 
est perpendiculaire sur xy (® 235). 

Bbkarqite. Si les deux droites données, /, ty étaient parallèles 
en menant par un point quelconque de ly une parallèle U kt, 
les droites/, Uy se confondraient; le plan P conduit par les deux 
lignes /, V, resterait donc indéterminé, et la construction in- 
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diquée serait mi ilé&at. La plus courte distance de?ieiidrait 
akurs la perpendiculaire meftée sur l'une des droites données i 
par un point quelconque de Fautre droite. 

$ \. De la Sphère inscrite et circonscrite^ 

a63* a5* PaoBiiBfB. Inscrire une aplière dans une pyramide 
triangulaire. 

Le centre de la spbire demandée doit être k égales distances 
des quatre fiices de la pyramide*, ce point sera donc ii l'intersec- 
tion des pbms qui divisent en deux parties égales les angles diè- 
dres de ces faces (n* 265). Il suffît d'employer trois de ces plans ; 
mais il ne faut pas qu'ils passent par les arêtes^ qui partent d'un 
même sommet^ car ib se couperaient^ non pas en un point, 
mais suiyant une ligne droite. 

Voici 4onc les constructions qu'il faut effectuer. Les quatre 
sommets de la pyramide étant connus y on déterminé les plana 
qui passent par ces points pris trois à trois (n® ^45) \ les ar^s 
de la pyramide sont les droites qui joignent les sonmiets; par 
ces droites y on mène des plans qui divisent en deux parties égales 
les angles formés par les faces de la pyramide (n® a6i) ^ on oher" 
che le point d'intersection de ces plans (n° 243) ; ce qui déter- 
mine le centre de la sphère demandée. Construisant la longueur 
de la perpepdîculaire menée du centre de la sphère sur l'une 
quelconque des faces de la pyramide^ cette longueur sera le rayon 
de la sphère inscrite demandée. 

Pour simplifier cette construction, prenes la base ABC 
(/^. aaS) de la pyramide pour le plan horizontal de projection. 
Supposes que d et d^ représentent les projections du sommet D 
de la pyramide ; tirez les perpendiculaires AA', BB^, CC', à xy \ 
les droites cf A', d'Vy d^C, seront les projections yerticales des 
arêtes qui aboutissent au sommet D. Supposes le pr<Alème ré- 
solu, et désignes par O {*) le centre de la sphère inscrite, tous 



{*) On doit compiendn qa^il s^agii ici de ligues sitaësf daof l'e«pace, et 
qui ne lont pai reprëseutéek sar la fîgore. 



i59 GÉOMÉTRIE 

pourrez considérer le point O comme le sommet d'ane seconde 
pjrramide OABC dont la base est ABC ; la section de cette pyra- 
mide par un plan horizontal quelconque ai y ^ sera vte triangle 
dont les côtés seront respectiyement parallèles aux o6tés de la 
base ABC ; les projections horizontales de ces côtés seront donc 
des parallèles afr, ac, hcy à AB , AC, BC. Si ces projectioiu étaient 
connues I le problème serait résolu, car les droites Aa, B6, Ce, 
prolongées > étant les projections horizontales des arêtes de la 
pyramide OABC, se couperaient en.un point o, qui serait la pro- 
jection horizontale du centre O de la sphère inscrite; condui- 
sant des perpendiculaires aa\hb'j cd ^ à xy^ les points at^ Vy c\ 
oli ces perpendiculaires rencontreraient la droite ocfy\ aéraient 
les projections Tcrticales des points a, (, c; les droites AV, 
W, Cdi prolongées, seraient les projections verticales des arêtes 
de la pyramide OABC; cf s trois projections se coopéraient donc 
en un point dy qui serait la projection verticale du centre O de 
la sphèi'Ç inscrite. 

La question est donc réduite à construire le .triangle abc 
Pour déterminer -le côté bcy on mènera pat le sommet D un 
plan vertical perpendiculaire à BC; ce plan coupera. les plami 
ABC, OBC, DBC, suivant trois droites perpendiculaires i Pin- 
tersection BC des trois plans; la première, sera la perpendicu- 
laire ifE à BC; la deuxième, qui passera par E, rencontrera le 
plan horizontal x'y' en un certain point N que nous allons déter- 
miner, cit dont la projection horizontale n appartiendra im côté bc 
demandé ; enfin , la troisième droite sera DE. Les angles formés 
par les di*oites DE, NE, avec rfE, mesureront les inclinaisons des 
plans DBC, OBC, sur le plan horizontal. L'inlersection DE sera 
l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont les deux côtés de Fângle 
droit sont DJ= ip et c/£. Prenant pE^=:dE, et joignant d^E% 
Tangle d'E'p miesurera l'angle que le plan DBC forme avec le 
plan horizontal. Tirant donc une droite E'L' qui divi^ l'angle 
(fE'p en deux parties égales, et concevant que l'on transporte le 
triangle ^pE* de manière que les. côtés d'p,pE', coïncident avec 
les côtés "Ddy dE, les droites dfE', L'E', deviendront les îi^ter-* 
sections du plan vertical DJE avec les faces DBC, OBC ; de sorte 
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que pour troater la projection horizontale n du point N , oii la 
droite £X' (ainsi transportée) rencontre le plan horizontal a^y, 
il suffit de tirer la perpendiculaire kk' à xy, et de prendre 
£7l^E'A^ Menant donc par le point n une parallèle 6c à BC, 
cette parallèle tera la projection horizontale de l'intersection 
du plan afy' aVeo la face OBG de la pyramide OABC. 

On construira de la même manière les projectionsi ba, ac, des 
intersections d^ plan x^y avec les deux autres faces OAB^ OAG , 
de la pyramide OÀBG. 

Le triangle abc étant construit, on obtiendra , comme on l'a 
expliqué, les projections, o, o\ du centre O de la sphère ins- 
crite ; et si la construction est bien faite, la droite oo' devra être 
perpendiculaire k xy (n® 235). 

Pour déterminer la longueur du rayon de la sphère inscrite 
dans la pyramide D^C, on observe que cette sphère est tan- 
gente au plan horizontal, et que , par conséquent, son rayon est 
égal en longueur à la perpendiculaire dm abaissée de o'sur xy. 

264* 26* pBOBiiiMB {Jig* 226). Circonscrire une sphère à une 
pyramide triangulaire. ' 

La surface de la sphère devant passer par les quatre sommets 
de la pyramide , le centre de la sphère cherchée doit être à 
^ales distances de ces quatre sommets ; il sera donc déterminé 
par rintersection de trois plans perpendiculaires sur les milieux 
de trois arêtes (n® 2o4). On doit seulement éviter de prendre 
trois arêtes situées dans une même face, car alors les trois plans 
perpendiculaires se couperaient suivant une ligne droite per- 
pendiculaire au plan de ces arêtes. 

Les constructions indiquées sont d'ailleurs faciles à exécuter. 

En effet, les projections des arêtes étant données, les points 
milieux de ces projections seront les projections des milieux des 
arêtes ;, on pourra construire les traces des plans qui passent par 
ces milieux, et qui sont perpendiculaires aux arêtes (n** 25 1) ; on 
en déduira les projections du point d'intersection de ces plans 
(jiP 243). Cfts projeetions seront ceUes du centre de la sphère 
demandée; et si l'on construit dans sa vraie grandeur la dis^ 
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tanoe de os point à l'aa quelconque des e^mmete de la pjrr»- 
mîdei on aura le rajon de la sphèrg cirooruerkê à la pyramide. 
Le problème lera donc eomplèiemeot rétoli^ 

La construction devient plus simple lorsqu'on peut dhposêr 
de$ plana de projection. Dans ce cas i prenes pour plan hori- 
zontal de projection celui qui passe par trois sommets A , B, C 
{fig. 226) de la pyramide; choisifses pour plan Tcrtical de 
projection un plan perpendiculaire à la base ABC de la pyra- 
mide^ et parallèle à la droite AD qui joint le point A an qua- 
trième sommet D de la pyramide; les projections, d^ àl ^ du som» 
met D seront telles que la projection horizontale kd de la 
droite AD sera parallèle à la ligne de terre xy^ et les points 
A, By C, étant dans le plan horizontal , les projections Torti- 
cales de ces points seront les pieds A', B^, C% des perpendi- 
culaires menées de A, B, G, sur xy. 7^ les milieux 'n%y n^ 
des arêtes AC> AB, menez des plans perpendiculaires à ces 
arêtes ; les traces horizontales de ces plans seront des jperpen* 
dîcuiaires mg*, nf^ aux lignes AC, AB, et Vintersection de ces 
plans verticaux sera une Terticale Y qui passera par le point de 
rencontre s des droites ing^ nf\ la projection horizontale de 
cette intersection sera donc ^ ; et en tirant sre' perpepdicnlaire 
sur xy y la projection verticale de Y sera re'. Chaque point Je la 
verticale Y est également distant des trois sommets A, B, G, 
et il n'y a que les points de cette droite qui jouissent de 
cette propriété; le centre de la sphère demandée est donc 
sur cette verticale; ainsi le point s est ht projection hori- 
zontale du centre S de la sphère inscrite demandée, et la pro* 
jection verticale du centre S est sur la verticale re'. La.droite^ 
menée du point A au sommet D, étant parallèle au plan ver- 
tical, si, par le milieu de cette droite, on mène un plan P per- 
pendiculaire à cette droite, ce plan sera perpendiculaire au plan 
vertical de projection ; sa trace verticale gk^ sera perpendicu- 
laire sur le milieu d de la projection A.[df de AD, et l'interseo* 
tion / des droites r^, ^k^, sera la projection verticale de l'im 
tersection du plan P avec la verticale Y qui passe par s. Ainsi, 
les points ,5, /, sont les projections du centre S de la sphère dé- 



DESCRIPTIVE. ,55 

mandée. Lesdrmict s'L\ tk , étant les projections d'an rayon 
de k tpbèrei ti Fon prend rpaesiÀ, rhypoténose s'p sera la 
Traie grandeur dn rayon de la sphfere ciroonscrite. 

Les projeeCioas de tons les points situés dans Fintérienr de la 
sphère circonscrite sont donc comprises dans les cercles décrits 
des points^ s^ /, comme centres > avec le rayon s'p. 

§ y\. Constmctîon de la Pyramide triangulaire. 

a65. Soit un angle solide triple S {Jig, 227) , formé par trois 
angles plans BSC, CSA| ASB; désignons ces angles plans par 
Ai 6 y c, et représentons par «, C^y, les angles diëdres respec* 
tiTement opposés aux angles plans a, i, c\ l'angle dièdre «, 
formé par les plans ASB, ASC, sera opposé à l'angle plan 
BSC = a \ l'angle dièdre C^ formé par les plans BSA » BSC , 
sera opposé b Fangle plan ASC = £3 et enfin Fangle dièdre y , 
formé pat les plans CSA, CSB, sera opposé à Fangle plan 
ASB =i= c. 

On emploie quelquefois le nom de -pyramide^ pour désigner 
V angle solide triple; celui de faces j pour désigner les angles 
plans; et celui S angles j -fbnr désigner les angles dièdres. 

266. Lorsqu'on connaît trois des six quantités^ Hj Cj y^ Oj bj c> 
ia recherche des trois €cutres parles conduit à siat questions dif- 
firentes; car les trois parties données peUi>ent être une des six 
combinaisons suivantes : 

i^. Les trqisfacpsjaj b, c; 7,^, deux faces, Cj b, et l'angle com- 
pris m; 3^ deux facesj c, b, et l'angle C opposé à l'une d'elles; 
4*. les trpis angles, m. S, y ; 5®. deux angles, y, C^ et la face ad- 
jacente^ a ; 6°. deux angles y, C, et la face b opposée à fangle C. 

Les propriétés de Isl pyramide euppUmentaire (ja? 197) fou]>- 
nissent le moyen de ramener les trois derniers cas aux trois pre- 
mi^r^ ; ca>* ^^ hccs a\ V ^ c' ^ ie\at pyramide supplémentaire 
sont les supplémens des an^g^ «^ ^, y, de la pyramide SABC^ 
et les angles a! % C^,y%de la pyramide supplémentaire sont les sup- 
plémens des faces, a, b^ c, de la pyran^ide SABC 

Par exemple y lorsqu'on saura construire une pyramide au 
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moyen de fiea trois face», il sera fa^le de résoudre le*ca»oJilef 
trois angles m, C, y, seront donnés; car les sapplémensabo^-— «^ 
aoo® — C, 200" — y y des trois angles donnés^ seront les faces 
a\ Vf (f j de la pyramide supplémentaire ; connaissant les faces 
d ^h\c y de la pyramîdesupplémentaire 1 on pourra oonstmire 
les angles m jC ^ y ^ ie cette pyramide; et ensuite, les supplé- 
mens aoo® — «Cy 200® — C, 200® — y', des angles «', C, y', 
exprimeront les faces inconnues, a, fr, c, de la pyramide de- 
mandée. 

Il suffit donc de faire Yoir comment on peut construire une 
pyramide dans les trois premiers cas. 

Nous exécuterons toutes les constructions sur le plan de 
Tangle donné ASB == c ; nous supposerons que ce plan est ho' 
rizontai^ quand nous parlerons du plan horizontal^ il s'agira 
toujours du plan ÀSB sur lequel on trace V épure, Seloii< qu'un 
arc de cercle sera situé dans un plan horizonta^l ou vertical^ nous 
dirons que cet arc est horizontal ou vertical; toutes les lignes 
tracées sur le pbin horizontal seront en lignes pleines* lies li- 
gnes, situées hors du plan horizontal, seront ponctuées/ il ne 
faudra jamais les marquer sur les ép^^, elles ne serYÎront qu'à 
faciliter l'intelligence des démonstrations. 

267. 27* PROBLiiiE {fig. 228). Connaissant les trois angles 
plans j a, bj Cj gui formefit un angle solide triple S> construire 
les trois angles dièdres j m jQ^ y j formés par ces angles plans. 

Pour construire les angles dièdres ce , C, formés par les plans 
CSA, CSB, avec le plan horizootal ASB, nous ferons tourner 
les plans CSA, CSB» autour des arêtes SA, SB, pour les ra* 
battre sur le plan horizontal de la face ASB; les vraies grandeurs 
des angles pUns ASC, BSC, étant 3 et a, on obtiendra le ra- 
battement des faces ASC ,- BSC, en tirant dans le plan horizontal 
des droites SD, SE, sous les angles connus A SD=fr, BSE=a. 
Si l'on' prend sur les lignes SD^ SE , deux points quelconques 
fif'i également distauji de S, on pourra regarder ces deux 
points comme les rabattemens sur le plan horizontal d'un même 
lK)int F de Varète se. 
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On obtiendra la projection horizontale clu point F^ en con^ 
cerant que les faces ASD , BSE » tournent autour des arêtes SA , 
SB, pour repmdre leurs positions primitives ASC/ BSC. En 
eflEet, tirez des perpendiculaires^^ i*^ % ^^^^ arêtes SA, SB ; 
dans la rotation indiquée, les droites^ y /^gf^^i restant constam- 
ment perpendicolaires aux arêtes SA 1 SB, les points/*,/^! dé- 
criront des arcs de cercle situèi dans des plans verticaux res- 
pectivement perpendiculaires aux arêtes SA, SB ; les traces 
horizontales de ces plans étant les droites fd^f^df , menées dans 
le plan horizontal perpendiculairement aux arêtes SA, SB, les 
projections horizontales des arcs décrits par /"et /^ sont sur les 
droites fdyfd^'^ et par conséquent, lorsque les l^î^tsf^f^ se- 
ront réunis en F , leur projection horizontale sera l'interseo*- 
iion P des droites Jd^fd^ 

Cela posé : concevez qu'on tire dans Pespace les droites FP, 
Fg, Fgf; les' triangles FP^, FP^, seront rectangles en P. 

Les droites Fgf, gP, situées dans les plans ASC, ASB, étant 
perpendiculaires sur Tinterseclion AS de ces plans , l'angle FgP 
(pris dans sa vraie grandeur) , est la mesure de Tangle dièdre a 
formé par les plans ASC, ASB. 

Par une raison semblable, là Traie grandeur de l'angle Fg'P 
est la mesure de l'angle dièdre C, formé par les plans BSC , BSA. 

La détermination des angles inconnus «, C, se réduit donc 
à construire les triangles rectangles FP^, FPg^, dans leur vraie 
grandeur. 

Or, dans le triangle FPg, rectangle en P, on connaît le côté 
¥g de l'angle droit -, et la vraie grandeur de l'hypoténuse gF est 
gf, car dans la rotation de I9 face ASD autour de AS , là dis- 
tance defk g reste constante. Si l'onKX>nçoit donc que le-triangle 
FPg tourne autour du côté Pg*, pour venir se rabattre sur le 
plan horizontal ASB , le sommet F viendra se placer sur la per- 
pendiculaire PG à Pg, menée dans le plan horizontal; et la vraie 
grandeur de l'hypoténuse gF étant gfy l'arc horizontal décrit 
de g comme centre avec le rayon gfj coupera PG en un point k , 
qui sera le rabattement dn sommet F ; de sorte qu'en tirant kgf 
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l'angle kg¥ âe|r^ la vraie grandeur de l'angle dièdre «, £Dnné 
par les plans ASC, ASB. 

De même, pour troaver la Traie grandeur C de Pangle dièdre 
formé par les plans BSG, BSA, on tire dans le plan horizontal 
la perpendiculaire PG' à T?^\ on décrit un arc horizontal de^ 
comme centre avec le rayon f^J''^ cet arc coupe PG' en un 
point k\ et en tirant k'f^ , l'angle A'gfP est ^al à Tangle C de- 
mandé* 

Pour con$truirê V ongle y formti par les plana CSA, CSB^ on 

observe que si l'on menait par le point F un plan perpendicu- 
laire à l'intersection CS des plans CSA, CSB, il coopérait cei 
deux derniers plans suivant des droites Fpi ^p\ perpendicu- 
laires à SF, qui formeraient entre elles l'angle y demandé 
(n® 174) > ®* comme les droites S/*, S/^, senties deux rabatte- 
mens de SF sur le plan horizontal, on obtiendra les pointa in- 
connus, p, p'j en tirant farfeif des perpendiculaires aux «rètei 
SD, SEf ces perpendiculaires rencontreront SA et SB, aux 
points, p 9 p^ demandés. Les droites fp f f^p' f étpint les Traies 
grandeurs des côtés Fp, ¥p\ du triangle Fpp% dont la basepp' 
est dans le plan horizontal, si l'on conçoit que ce triangle 
tourne autour de sa base pp' pour venir se rabattre sur le plan 
horizontal , on obtiendra le rabattement F' du sommet F^ en 
décrivant dans le plan horizontal, des arcs de p et p' comme 
centres, avec les rayons, p^,p'/^ ; ces arcs se couperont au point 
F' demandé; et en tirant les lignes Fp, F^p% le triangle F'pp'» 
sera le rabattement du triangle Fpp^ sur le plan horizontal. 
L'angle pF'p' ser^ donc égal à l'angle y demandé. 

Quand la construction a été bien faîte, i^ les droites Pi» 
Fk'f doivent être de même longueur, car chacune d'elles repré* 
sente la vraie grandeur de la verticale FP. 

a^ La droite SP étant la projection horizontale de la droite 
SF qui est perpendiculaire au plan Fpp' , le prolongement PZ 
de Sf 4oit être perpendiculaire k la trace horizontale pp' du 
plan Fpp' (n* ^37). 

^^ La droite PZ étant perpendiculaire à la base pp^ du triangle 
Fpp% dont le sommet F est projeté en P, quand ce triangle 



DESCRIPTIVE. i59 

tourne antoor de «a base pp , pour Tenir se rabattre aur le plan 
horîsontal , le soounet F se meut dana le plan Tertical mené par 
FP perpendiculairement à pp'\ la trace borisontale de ce plan 
Tertical étaut la perpendicalaire PZ a pp% le point F^ oit 8*cst 
rabattu le sommet F, doit se trouTcr sur la droite PZ. 

268. D'après ce qui précède^ pour construire Vêpure qui sert 
à déterminer les angles inconnus, «, C, y , sur le plan de la face 
opposée à l'angle y y tirez dans ce plan (qui est supposé hori- 
zontal) des droites dl)« SA, Slà^ SE (^Jig, 229)^ qui forment 
entre elles les angles donnés DSA ^^by ASB = c, BSE = a. 

Par deux points j/,/', pris sur SD et SE, à égales distances de 
S, menez des perpendiculaires /H, fét^ aux droites SA> SB, 
et de leur intersection P, tirez dans le plan horizontal des per- 
pendiculaires PG, PG'i aux lignes P^, Vg'\ décrivez des arcs 
horizontaux de g et g^ comme centres, avec les rayons gf^ g'f ; 
ces arcs couperont PG etPG', en des points A, h!\ et en tirant 
les hypoténuses kg y A'gf, les angles ftg-P, ft'g P, seront respec- 
tÎTcment égaux aux angles cherchés «^ C. 

Enfin, pour trouver l'angle y, tirez des perpendiculaires^, 
fp^y aux droites SD, SE ; décrivez des arcs horizontaux àep eip 
oomme centres, avec les rayons pfy p'f\ ces arcs se couperont 
en un point F'^ conduisez les droites F'p et F'p'*, l'angle pFV 
sera égal à l'angle y demandé. 

Quand la construction a été bien exécutée , les droites Vk , 
Pft% sont de même longueur, la droite SPZest perpendiculaire à 
la base pp' du triangleFpp', et le sommet F^ est sur la droite SPZ. 

Pour que cette construction réussisse, il faut que les arcs dé- 
crits de g et g^ oomme centres , avec les rayons gf^ g^/*, cou- 
pent les perpendiculaires PG, PG', aux droites Pg, Pg'; ce qui 
exige que ces rayons soient respectivement plus grands que gP 
et que g^P. Nous allons faire voir que ces deux conditions ont 
toujours lieu, quand les trois angles pHms donnés peuTcnt for- 
mer uu angle solide triple. 

369, Dan^ tout augl$ êoUçU tripUj U plu$ grand dus irois 
angles pUma est moindre fue la &ommé Aadeua autres (n® 193)^ 
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ei la 8omme de ces trois angles plans êst moindre que çualre. an- 
gles droits Çn? 194)* Nous allons faire Toir que quand )es trois 
angles plans donnés , a, bj c^ satisfont k ces deux conditionsi 
la pyramide exbte toujours. 

Soit ASB = c {fig a3o) le pins grand des angles, a, b, c; 
on aura, par hypothèse, 

Tirez dans le plan horizontal ASB» des^roites SD, SE, sous 
les angles ASD=&, BSE = a. Il s'agit de faire Toir qne si les 
angles a,* &, c, satisfaisant aux in^lités (i), on fart tourner 
les angles plans ASD^ BSE , autour des arêtes SA , SB, les ligL.. : 
SD , SE y Tiendront se réunir en une seule droite SC située hors 
du plan de la face ASB. 

Décrivez un arc de cercle dans le plan DSE, de S oomme 
centre avec un rayon arbitraire*, cet arc coupera les aràtes SD, 
SA, SB, SE, en des points,/", r, t^f; et comme les arcs fr^ 
rtj tf y peuvent servir de mesure aux angles plans, b, ç, a, 
on aura 

rf<rt, if<Tt, rt<irf^tf, fr+rt+tf<éi90-. 

Prenez l'arc r/^szr/j le point / tombera sur Parc rf , entre 
r et ^; la corde yg/ sera perpendictdaire au rayon Sr, et g sera' 
le milieu de cette corde. 

L'in^alité, r*< rf+ tf* , revient k 

rt<:r/+tf', d'où tf>rt—r/, tf>t/. 

D'ailleurs , tf ^tr. Prenant donc l'arc ti zsitf ^ lo point / 
tombera entre / et r. La corde fi perpendiculaire à SB, ren- 
contrera doAC la ooxAefr en un point F, qui sera situé dans Fiib- 
térieur du cercle décrit de S comme centre avec le rayon S/l 
On a donc, 

g^>e^> g^/>g'P; ce qui retient à g-/>gP', ^f>g'9. 

Gela posé : pour consUiiire une pyramide apec les trois angles 
plans DSAb=&, ASB = c, BSE = ay concevez qu'on mène 
par le point P une perpendiculaire indéfinie PV au plan hm^ 
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lontal A SB , et fûtes tovrner le plan^^S autour de Parète SA , 
le point f décrirm on arc de cercle situé dans le plan Terti» 
cal y P^ y perpeifdiculaîre à SA. Je dis que cet arc coupera né- 
cessairement la Terlicale PV en un point F situé hors du 
plan ASB ; car son centre est ^ , et l'on vieot de démontrer 
que son rayon gfesX. plus grand que la distance ^P du point g 
k laycrticalePV. 

La droite SF n'étaot pas dans le plan ASB^ les droites SA, 
SB y SE, sont lea. arêtes d'un angle solide triple , dont deux 
des angles plans sont ASB = c , ASF = AS/*= &. 

n ne restci donc qu'à faire toi» que la Traie grandeur du 
troisftiHe arngk plan FSB est l'angle ESB. Or, FP est perpendi- 
cnlaire an plan ASB ^ et P^ est perpendiculaire à SB ; la 
droite F^ est donc perpendiculaire sur SB (n® t33) ; Les trian- 
gles Yg^SjfgSj sont ^aux ; car ils ont un ànglé droit en ^'y 
le o6té g'S est commun, et l'hypoténuse F6=/S's3=fS. L'angle 
F^' est donc eflfectiyeuient égal kfSg^; de sorte que Fangle 
solide f ainsi construit , est formé par les trois angles plans 
donnés OSAs=6, ASB = c, BSE = a. 

Thm ce cas» la construction qui a été indiquée (n* 268), 
poor trouver les angles dièdres « , C , ne sera jamais en défaut ; 
car les droites gf, ^f* {Jig. 229) étant respectiyement plus 
grandes que^P et^'P, les arcs décrits des points g y g^'^ûomme 
centres ayec les rayons gf^ flf*^ couperont toujours les perpen- 
diculaires PG, PG^ aux droites P^, P^' ; et les angles ^^P, 
k'g'Vy exprimeront les angles diMres « , C. 

Lorsque les trois angles plans donnés ne satisfont pas aux 
inégalités (i) (page 160), ils ne peuvent pas former un angle 
solide triple; les arcs décrits des points g , ^\ comme centres^ 
«aireo les TtLjonêgf, g'f\ ne coupent plus les droites PG, PG^ 
ce qui indique Pnnpossibilité du problème proposé. 

270. La construction du n® 7É8 fournit une seconde méthode 

pour réduire m^ angle S à rhoriz<m (n^ t^S»])) car les deux 

côtés de l'angle S, qn^îl s'agit de réduire à l'horison, forment 

ayec la verticale un angle solide triple » dans lequel les trois 

Géométrie, 1 1 
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aH^ plans sont ^kmiiS», MToir : Pang^ oUiqfue% I6t lei an-^ 
gles verticaux V, Y', qne les côtés de f angle S toM, atec la 
Terticale. On construira l'angle dièdre O' formé par loa denx 
plans Tcrtrcanx cpoA contiennent les deux côtés de Faogle A 
( tt* d68 ) , et l'angle V sera l'angle 6 réduH à rborison. 

271. 28* PaoBLÈME (Jîg, 23 1 ). Connaissant Icê d&ux mnglet 
plans, b, c, et l'angle dièdre « formé par les pUtm» de ces 
deux angles, construire le uoisikme angle plan,n, ei le$ deux 
autres angles dièdres, C , y. 

Soit ASB=c , l'nn des deux angles plans donnés , et SDppo- 
sex que cet ai^le soit tracé dans le plan horixootal sarlaqMl 
on vent exécuter la construction. Conceres que l'autre angle 
plan donné , b f tourne autour de lliorisontale SA, peur seia- 
battre sur le:p1an horizontal ASB ; ^ous obtiendrea le rabatte* 
ment de cet angle, en tirant dans le plan horiaontal use^diaité 
SD sous l'angle connu ASDr=À. 

Si la face ASD tourne autour de l'arête SA, ponrareprandre 
sa position primitive ASG, un, point qnelcoiiqne/*db la dnite 
SD, décrira un arc yertioal dont ieTa7on*sera laperp^i^ 
culairej^ à SA , et dont le centre sera^; la ptojeetioB bovi- 
xontale 4® cet arc sera sur la perpendicu'lairi^^'i iSA;*et Afin* 
quandi/'iera paryenu en un point F de Pérëte SC^la'AroilaïFjgp) 
perpendiculaire à SA, fera avec gd'vtn angle F^dL,.qai «leso- 
lera l'angle dièdre at des fftoes ASC , ASB. 

0)nceyez que le plan Fgd de l'angle m tourne autotir àa 
c&té hori^ntalg'^f» pour se rabattre sur le plan ASB; 4ou8 
obtiendrex le rabattement de l'autre ;cÔté ^F dfe47àngle «l'en 
tirant dans le .plan ASB une droite gh, sous l'angle àmd 
dghsszm ; et lOomme, dans ce monrement, la distanœ de foisA./ 
au point fixe g^ reste constante , l'arc horixontal^âéarit'de'lf 
comme centre avec le rayon connu gf, coupera ^& en un 
fohit'ib, qui sera le rdbdtteilK^'t du point F ^tnrle'|>lail'b)ri- 
lontal ; de sorte ^^u'en diàiâsant 4a perpéndlcfûlàitte stP h 'gd^ 
le point P "sera le pied de la perpendiculaire absdsWe de F sifr 
la plan berisontal ASB. 
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Cifi9ifOtési^gQWC4mstrum la vrais grûndaifr du troiêHme 
angle plan FSB , coooerQz que le plan ¥SB tourne a^tonr 
jdk Jfuriiïe .fceiSiB, pour ^njlr 4e rabattl^e aur Je plan horîaon- 
Uii h foioi f ,r^«4€ca 4an» le plan perpendionlaire k SB mené 
.par Ja jmtiflti^J^} oe .point ae rabattra .dc^iic 9ar la pqrpendî- 
cnlaire P/' à SB ; mais la dbtanoe da point S au point F reste 
CQPiflOTnnent.%ale à Sf'f le rabattement de F doit donc aussi 
se trouT^.aur Farc horûiointal décrit de S comme centre a^ec 
le rayon connu ^f^ le poinit f, oii oet.arc coupePr, est donc Je 
,fahatteBientdn point F sur le plan borîaontal ; et par conséquent, 
alf on'tii:eI|a dcoiijte S/^£; elle déterminera la rraîe gi^andeur ESB 
jdnlffpis^pmeiangle plan , a . de t'aogle sojide triple proposé. 

Ainai , pour construire 1(1 troisième face de l'angle solùfe 

Myi^f il -apffit id^ mener, dans un pl|^ hotrizontal , trois 

,4n>îtes $^9 SB, SD {fig- ^tt)» qui formeqt entre elles les 

angles donnés , ASB = c , ASD = b ; par un point quelconque /* 

40 SD^ 011 tire la perpendiculaire^ à SA ; du point g , ciijrd 

..CQi^peSAy.on qt^duit^.dans le plan ASB, la droite gh^ sous 

/^i|g)e .donné .4gA=«t; du point g ço|nme ,ecmtre, j^tcc le 

iFajfm.g/*, .Qn.déoKJt un arc borison^l qui coupe gh en k; on 

Jtire Ja peq^fpdiçulaiiie kV k/d, et la p^rpendiculaive ^f à SB; 

^P|a^ lipriaontid, décrit d^ S comme centre aTiec le rayon ^, 

.coiqiP la ligne P/',en un po^nt/' ; et qu tirant la droite SE, par 

}fs points ^vfm^Sffj on, obtient la £sce ESB demandée; de 

sorte que l'angle ESB = a» 

Cefte construe^n, détemùnera toujours la troisihfncface de 
l^ffframide, gMp/les que soient les données,, b, e, a. ,£t en 
.eff9t,ila. pyctmide existe toujours ; .car , pour la Q(^.strnife, il 
4ViAt 4c tracer .dfiçs un plan, deux .anglqs ASB=c^ i*SO&s b 
(/^•:^a>/et d^ concevQÎr que ib «faop ASB ire^ts^t Am, 
tPMtPOface rASQ tc^UFttfS antpur de A$,gqiqufi.fce qu'elle 
Jpfvse l'angle : dièdre a ia;T^c le plan ASB. 

CSon9ai9sant;lQs.troi|S angles. pUo3, a» 6,.c,.dis l'angle Mlide 
.triple ;pro|^oséy ^qs. angles plans satisferont nécessairement anx 

,if^iykés> . . : 

II.» 
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et Fon oontlmira lâcilement les deux angles dièdres ioooimus 

G, y y par la méthode indiquée ( n* a68). - 

973. 39* PBOBLJaiB (Jig> a33). Connaùsani deux angles 
plans , b, c, if un angle solide triple, et t angle dièdre C apposé 
à Pangleplan, b, construire le troisième angle plan, a, et 
les deux autres angles dièdres , m, y. 

Si le troisième angle plan a était connu , on tro a f c r > it faci- 
lement les deux autres angles dièdres, «, y ( n* a68); il suiBt 
donc de £sire Toir comment on peut construire l'angle plan a. 

L'angle plan ASB^ e étant supposé dans le plan horiaontaly 
concèdes que par un point quelconque g de Parëte Skf on mine 
un plan perpendiculaire à cette arite ; la trace horixonlale de 
ce plan Tertical sera la perpendiculaire ^ à SA , et il ooupera 
la troisième arête SC en un certain point F de l'espace. Four 
trouver ce point, nous allons chercher ses distances anz points 
connus , S et p. 

Conceres que le plan CSA tourne autour de l'arête SA, pour 
se rahattre sur le plan horizontal ; la droite ^F se rabattra sur 
la perpendiculaire ^/ à SA > et la Traie grandeur de l'angle CSA 
étant b , on obtiendra le rabattement de l'arête SC en tirant par 
le point S une horisontale SD , sous l'angle ASDssi* Le ra- 
battement du point F devant se trouver sur les droites^/, SDf 
sera déterminé par l'intersection f de ces deux droitetf» Ainsi y 
les vraies longueurs des droites Vg, FS, sont^ etyS. La 
vraie distance du point F au point S est doncy*S. 

Pour obtenir la distance du point F au point p > vioua cher- 
cherons d'abord la direction de la droite /^Z qui passe par les 
points /i| F| et qui est dans le plan de la face BSC; à œt effet, 
nous imaginerons qu'on tire par le point gf une perpendicu- 
laire gr à SB f et une verticale ^H ; cette verticale éHint dans 
le plan Tertical Zpg, rencontrera /'Z en un point G; et la 
droite Gr, située dans le plan GSB, étant perpendiculaire 
8ur SB ( n® i33 ) , Tangle Grg mesurera l'inclinaison des fiices 
fisc j BSA. Or, cette inclinaison est égale k l'angle donné C. 
Concevant donc que le plan vertical du triangle rectangle G^, 
tourne autour de sa base horisontale gr^ pour se rabattre sur 
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lé plan horiioiitâl ASB , la Terticale ^H se rabattra sur la per- 
pendicahire ^H' k gr menée daos le plan horîtontal ; et comme 
Pbypoténnse rG forme arec rg Taiigle donne C, on obtiendra le 
rabattement de rG , sur le plan horîsontal , en tirant par le 
point r une boiruontale rK, sous l'angle ^rK s= C. L'interaec- 
tîon iftydes droites ^H', rK, sera le rabattement du point G 
sur le plan borizontal ; de sorte que gm est la Traie longueur 
de^. Cela poté ^ si le triangle Ogpj rectangle en ^^ tourne 
autour de sa base borixontale gp^ pour se rabattre sur le plan 
horizontal, le sommet G se rabattra en n , sur la perpendicu- 
laire gkk gp^k une distance fra=^m; la droite pV, menée 
par les points py n^ sera donc le rabattement , sur le plan 
borisontal , de la direction pTt du c6té pY , et F se rabattra sur 
l'nn des points AepH. Or, la distance de ^ à F est gf\ décri- 
Tant donc un*arc boriaontal, de g comme centre aTec le rajon 
connu gf^ cet arc coupera pZ' en un point F' qui sera le rabat- 
tement du point F sur le plan borizontal ; la droite^F' est donc 
la Traie longueur du côté pF, 

Les distances du point F de Parète SC, aux points S,p, éiant 
y*S et ^Pt si l'on conçoit que le plan CSB tourne autour do 
Farite SB , pour se rabattre sur le plan borisontal BSA , le 
point F de se se rabattra en un point qui sera déterminé par 
l'intersection f des arcs décrits des points S, p^ comme centres » 
aTec les rayons connus Sf^pF'. La droite Sf'tf sera le rabatte- 
ment de l'arête SC sur le plan horizontal ; et, par conséquent, 
BSB' sera la troisième face a de l'angle solide triple proposé. 

Ainsi| pour construire le troisième angle plan, a, sur le plan 
horizantalj on tire dans ce dernier plan des droites SA , SB, SD 
(Jig. 234 ) , souB les angles connus ASB= c , ASD=3 6 ; par un 
point quelconque g de SA, on mhnepl perpendiculaire h SA, 
et^ perpendiculaire k SB ; on conduit la droite rK sous l'angle 
gt^zrzC', la perpendiculaire ^H' k gr, rencontre rK en un 
point m ; ie g oommç centre aTec le rayon gm, on décrit un 
arc qui coupe ^A en n; par les points p, n, on mène la droite 
pZ', et de ^ comme centre aTec le rayon gf, on décrit un aro 
qui coupe 77Z' en F. Les arcs décrits de S et/? comme centres 
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areeMmyotif Sf^pV^ éeedopent en itit foioXf* *f9lk tn tôa^ 
duitaiitla droite SË^ par les points oonnus S ,/^^Paiigle BSE- 
est Pangle a demandé. 

^']3é Pour discuter les différens cas qui peuvent sejpiSsenter^ 
supposons qne la £Rce horizontale ASBssc {fig, «33) restant 
fiie, on conduise par Parète SB un plan indéfini dont U partie X, 
située au-dessus du plan boriaontali forme l'angle diMn C areo 
la £Me BSA. Si Fou mène par le point g un plan perpendicu- 
laire à SA, sa trace horizontale sera la perpendiculaice pgl 
à SA y et ce |dan coupera le plan X suirant une certaine droite 
p7». Cda posé : conceres que la face ASD= 6, qui était oondiée 
sur le plan horisontal , tourne autour de SA , pour former la 
pyramide demandée ; le pointy*de SD déorira un arc ^rertical 
dont le centre sera le pied ; de la perpendiculaire J^ A SA , et 
dont le rayon sera gf', chaque point F de rencontre de cet arc 
aree la droite /iZ , fournira une solution du problème; car ai 
tirant la droite SG, par les points S, F., les arêtes SA., SB , 
se 9 formeront un angle solide triple, dans lequel les angles 
plans ASBy ASC, seront respectiTcment égaux à cet 6, et 
l'angle dièdre formé par les faces fiS A , BSC , sera d IVnUenrs , 
les points o& la circonférence décrite aTec le rayon gf^ coupe 
le prolongement pz depZ^ ne coniiennent pas k la question^ 
car ilâ correspotident aux points oè cette circonférence ren- 
contre le prolongement du plan X an-dessous du plan hori- 
zontal y et il est facile de Yoir que dans les pyramides qui en 
résliltent^ l'angle dièdre, opposé à la fece ASD=6, est égal au 
supplément 200^ — C de l'angle donné C. 

Or, il ^ulte de la construction indiquée (n® 27^ que si 
le plan Tiertical 7pl tourne autour de l'horizontale /»/, pour 
se rabattre smr le plan horizontal , la droite pZ tombera eapBt! 
et pz détiendra le prolongement jp/ de 7! p. Par conséquent, 
selon que la circonférence décrite , dans le plan horisontal, 
àeg éomme éentre ayec le rayon gf^ rencontrera la droite /iZ^ 
en un point ou en deux pdmts ^ le problème admettra une eeule 
solution on deux sdiutions; quand cette circonféi^ce ne ren- 



contrera pM J0, (ce qui a lien lorsque £/*est ■H>iii4re q^^ U 
perpendicolairQ «baissée de g sur ^H. ) 9 le probité sera im- 
poarible , <^e8t«à-dire que les données, b,c,S, n'appartiendront 
à imMui angl» tolide triple. 

Ixmqiie Itt données, b^CyÇ^ aont telles qu'on le» a sapposées. 
dsM \mjigwim a33 et 234» la ciroonttrence déerita de^ ccMniae 
ost^bre aswe.kivajon gf^ coupe la droite /iZ' en deux poittisF » 
F'\ ka eiBOOsArenoes. décritea de p oomme «entre aies lea 
BajOBapE^yjiE*',oanpenl]acirconféren«e décrite de S commoi 
oa^Klre aie» laïajon Sf, endeapointsjTi/'y et en tirant les dvoÂlM 
^f^j Sf&y OB obtient deux solutions dans lesqueUes les Taleurt 
de la troisième fiice a sont BSE' et BSE'« De sorte que le» du^ 
nifi^jf kxOf^y app^rtiemient i, dew pyramides UÂfféreutes;. 

a^i{. L'angle solide triple S {Jig* 235 ) étant ^rmé par les 
trçis aiiçles plans ASB> ASC , 6SG ^ si l'on conçoit une spbërç 
ajrai^t pour centra le sommet S de l'angle solide , les plans ASB, 
ASC 4 BSC , couperont la surface de cette sphère suivant des^ 
arcs ÂB , AG, BC , qui appartiendront à des grands cercles de 
la sphère (f4^^ iû6)| et qui pourront servir démesure aax 
angles plans Aj$Q | ASC > BSC -^ ces irçls arcs de grands cercles 
forment les côtés d'un triangle sphérique ABC ; les çn^le^^iQ ce 
triangle sphérique sont les angles dièdres forinés par les plans 
ASB I ASC y BSC. Désignai^t donc par a , 6 , c, les arcs BCj AC y 
A.Qs qui forment les côtés du triangle sphérique ABC j^ et par 
«, C^ y y les fipgles de ce triangle qui sont^ respectivement 
opposés aux c6tés a, 6, c, les six élémens , a, b^c, et, S, y^ 
du triangle sphérique ABC ,. serçnt précisément les six par.ties 
que nous avoirs considérées dans la pyramide triangulaire* De 
sorte que 1^ constructions que nous avons indiquées pour la 
pyramide y donnent le moyeiji de construire un triangle spJié^ 
fi^e, quan^pn connaît trois des six élémens, a, bj^Cj^ • > ^f y » 
de ce triangle. 

Quand les trois élémens connus sont donnés en nombres , 
le calcul des trois autres élémens est l'objet de la Trigono^ 
métrie sphérique. 
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§ VIL Problèmes sur des points et sur des lignes 
dont les projections sont données. 

275. Dans la première partie de œt ouvrage , noos avons 
Iraité dÎTerses questions sur des points et sur des lignes qui 
étaient dans un mèine plan. Noua allons faire Toir oomment 
on peut résoudre les mêmes questions , quand les donnéeÊ étant 
toujours situées sur un même plan, ne sont déterminées que 
par leurs projections. De sorte que la qyestion se réduira à 
construire les projections des points et des lig^nes Ç9^£l s^agit 
de trouver. Pour y parvenir, il suffit de savoir résoudre ks 
deux problèmes suivans ( n** 276 et 877 ) 1 

276. 3o* PaoBLÈifS. Connaissant un point A dun ptan 
donné Z , on propose de trouver le BABATTXifENT du point A 
sur P un des deux plans de projection. C^est-à-dire qvCil s* agit 
de déterminer la position que prendra le point A du plan Z, 
quand ce plan, après avoir tourné autour de tune dé ses deux 
traces, sera rabattu sur le plan de projection qui contient 
cette trace, 

i^' Cas (Jig. 236). On connaît les deux projections , a, d y 
dun point A situé dans un plan Jt; la trace horizontale mt du 
plan Z est donnée; il s^agit de construire le babattxmkbit du 
point A sur le plan horizontal. Cest^à-dire quon veut trouver 
la position que prendra le point A , sur le plan horizontal 
t<tx , quand le plan AtU sera rabattu sur le plan horizontal 
après avoir tourné autour de sa trace horizontale mt, 

La projection horizontale a, du point A , étant le pied de 
la perpendiculaire abaissée de A sur le plan horizontal (n* 218)9 
si l'on tire par le point a^la perpendiculaire ab a mt^ la droite 
Kb y qui joint le poii;it A de Pespace avec le point b , est per- 
pendiculaire à «t (n* l33). Le plan du triangle Aab , reo* 
tangle en a, est perpendiculaire au plan horizontal (n* 180) 
et à la trace «t (u® 128); l'angle formé par l'hypoténuse Ajb 
avec le côté ab est la mesure de l'angle que le plan Ami fait 
avec le plan horizontal (n® i74)* 
Quand le |dan Amt tourne autour de sa trace horizontale tt^^ 



DESCRIPTIVE. i6g 

le point b reite fixe , la «iiétance de A li 6 est inrariable , et la 
droite Ab reste eonstamment perpendiculaire sur ai ; par con— 
séquent , le point A décrit une circonférence dont le plan est 
perpendiculaire à «< (n® i3o) , dont le centre est fr et dont 
le rajon constant est la Traie distance de & à A. 11 en résulte 
que, lorsque le plan Ami sera rabattu sur le plan horiiontal, 
le point A tombera nécessairement sur le prolongement bd de 
la perpendiculaire ab à «/ , à une distance de b égale à la 
distanoe de i à A. Or, cette distance est l'hypoténuse- d'un 
triangle rectangle dont le c6té de Pangle droit situé dans le 
flan horiiontal est a6 , et dont l'autre côté Aa de Pangle droit 
est égal à la distance a'p du point A au plan horizontal imjr 
(nf 233,4*)* Conduisant donc par a, la perpendiculaire qf 
sur ^y et prenant anss^pa^ ^ l'hypoténuse nb sera la Vraie 
distance de A A 6. De sorte qu'en prenant sur bd une longueur 
bA^^bn^ le point A', ainsi déterminé, sera le rabattement 
demandé du point A sur le plan horîaontal tex. 

D'après ces considérations, pour rabaiire sur le plan horU* 
zontal, le poini {a^d) situé dans le plan doni la trace hori^ 
xoniale est mi : par la projection horisontale a , on tire la per- 
pendicalaire lul li la trace horisontale mty et la parallèle af 
à «I; on prend sur ofune longueur an=zpa\ei l'on décrit un 
arc de b comme centre arec le rayon bn ; cet arc coupe la 
droite oJ en un point A^ qui est le rabattement cherché du 
point (Ofi/) sur le plan horizontal. 

i'*. RxMABQUx. Lorsque par un point quelconque A de l'es-* 
pace, on mène une perpendiculaire Ab sur la trace horizon- 
tale mi d'un plan Ami qui passe par ce point, cette perpendicu- 
l&ire est l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont le plan est 
perpendiculaire au plan horizontal et à la trace horizontale «i 
du plan Ami) Tun des côtés de l'angle droit est la distance aà 
de la projection horizontale a du point A à la trace horizontale 
éîd ,et l'autre côté Aa de l'angle droit est égal & la distance a^p 
dé la projection Terticale cf du point A à la ligne de terre. 
L'angle formé par l'hypoténuse Afr avec le côté ba est égal 
à Fangle que le plan Ami (ait mec le pian .horizontal. 
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a« RnuiKIDS. Le triiiigle noft peot ètreoowicUricimiiitle 
rabaiiemenl, sar le plaa borizoïitaly du trian|^ Aofr eH«é dans 
Petpece ; c'est-à-dire que li ce deraier Iriangle toomeit autour 
d« cdté ab de Papigle droit, le (mot A TiBodrait le nJbettn 
en n ior le plaa iKMriiODtal iiff • 

3' Bbmabqob. La pfoîedkm boriaontaie a d'au point ▲ aitné 
dana «n plan Z, et le rabattenent A' du point A anr le plaa 
horixontal, étant tonjonrs aor une mèiBe perpesdîcnlairaotf à 
la trace heriiontale mt du plan 2, il en ré«olte|,^pie ai par 
l'an dea peints a, A'» on tire nna perpeadiciilaire i la tsaoa 
boriaontaie «I, cette perpeadionkire paaiera a^rraiaiioiia'iit 
pnr rentre poinl. 

a^ Cas (^a37). O» connàU lo$ daix pr€f€cUQM,a, ^^ dun 
pôùu A situé dans un plan Z;la troccvcriicàU mi duplamZal 
donnée j 1/ s'agà de construire le BAnAvramw A' dmpoinfi A 
sur le plan vertical iax^ Cestrà-dire qu'on veut trçmf^er^la 
position que prendra le point L^sur le planverUcal /ax> quand 
le plan ÈLmi sera raboHn^ sur ce plan verticalf apxèsi 0imir 
tourné autour de sa trace verticale mt\ . 

Des raisonnemens parfaitement semUablea i ceex doi^i oa a 
fiiit Qsage dans le 1^ cas^ oondaisent à la constradMia aai- 
Tante : par la pro}ection Tcrticale d ^on tire la perpendica-' 
laire dd' à la trace Terticale «/^^ et la parallèle df à <Uf ; on 
prend sur df une longueur dn' s/ia, et Ton décrit un ,arc 
de b' comme centre avec le rajon b'd\ cet arc coupe la droite 
dd' en un point A' qui est le rabattement chercbi àst, point 
{a^d) sur le plan yertical t'tix. 

i** Bbmabqvb. Lorsque par un point queloom||i^ A de 
Fespaee, on mène une perpendiculaire AV sur la traoe verti- 
cale êd d'un plan kjd qui passe par ce point» cette perpendi- 
eoiaire est l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont le plan 
est perpendiculaire au' plan Tcrtical et à la trace Tertkaln mt! 
Al plan kmi ; l'un des côtés de l'angle droit est la diatanoe #if 6' 
de la projection ferticéle d du point A à la trace rerticalea/ j 
et l'autre côté kd de i^anglè droit est égal à la distance ^ df 
la projection' homtontale a dn point A/ à. la ligne de terre. 



V 
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L'angWAnni» pw lliypolénirte k¥ avec le oôlé 6^^^ eft égiA à 
Taulgle qae la pla» Aa/ lait avec le plan Tertical de proîectio»* 

%* 'RÈÊâàafçptt. Le triante n'JV peut ébreooiitidéré comme 
le rabattement 9 sur le plan yertical y dn triangle Ktib' «tué 
daaaretfiaee ^ (^ett*k*direy que ri ce denûar triangle toumait 
aatowr du cM àV de l'angle droit , le point A tîciidrail te 
rahitlre en n' Mr le plan Tertical <'«r* 

3* WaifrtqpÉé La projection Terticale ti d'm» point A ritoé 
danà un plan Z^ et le rabattement A' do point A tur le plan 
TttPtiealy étant tonjoni^s s«r nne même perpendiculaire dd[ & 
kl ttaee tertioale mi da pian Z > il en résulte que si par l'un dee 
poiAtft, êI ^ à!* y on tire une perpendiculaire à la trace Tertip- 
eak mtfOMd perpendicnlaire passera nécessairement par l'autre 
poiBL 

3* Cas (/f. 338). On cormaU les deux projections , a,a\ 
^un poini A situé dans un plan 2/j la trace verticale êJ du. 
plan Z est donnée y il s'agit de construire le rabaUemenl II' 
dm point A sur le plan horizontal axjr. 

Si la trace horizontale du plan Z était connue, la construction 
indiquée (i** cas ) déterminerait le point cherché. 

Nom allons donner deux méthodes pour trousser la trace 
koriwntak du plan Z. 

tf Mitaona. Par ufl point quelconque ^ de la trace Tcrti- 
CBimiÊ^f on abaisse la perpendiculaire é'e à la ligne de terre ar;^ ; 
les poitats e^y e, sont les projections ^un point du plan Z 
(A^ a33| t^y^ d'ailleurs yd eta sont les projections d'un autre 
pc^t de ce plan ; les droites eWk' j eag , sont donc les projec« 
tiens d'une droite située dan^ le plan Z \ le point k , oii cette 
detoièta droite rencontre le plan horisontal (n® ^44) 9 ^ppu^ 
tiendra donc à la trace cherchée. De sorte que!|Ia droite mt^ 
mmée par ks points «, kj sera la trace horiEontale [demandée* 

Par conséquent > lorsqu'on connaît la trace^Tcrticale mi d'un 
plan Z I ek les projections a , if, d'un point de ce plan , pour 
trouTcr un point de la trace horiflontale du plan Z': par un 
point qudkx>nqtte è" de la trace terticale af, on tire la pei^pen- 
dindaire c^e à la ligue de terre sey ; par les points e\ el^ on 
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roëne une droite » et da point k oli elle rencontre xjTf on 
tire la perpendicalaire Vr k x^\lk droite eg^ nieiiie|Mir les 
points f e, a, ooope l^r en un point k qni appartieDtà h trace 
liorisontale cherchée dn plan Z. 

Quand la trace i«rticale donnée rencontre la ligne de terré 
en un point « «itné sur la feuille destinée à tracer Pi^pm (ce 
qui a lieu dans la figure a38), la droite «f, menée par les points 
«, ib y est la trace horisontale cherdiée dn plaa Z,' 

Lorsque la trace rerticale donnée est parallèle à la ligne 
de terre a^, la trace horisontale dierchée est néceMairânent 
parallèle à la ligne de terre ; car autrement , ces deux dcr e it ire s 
lignes se rencontreraient en un point qui appartiendrait à la 
ligne de terre et à la trace Terticale donnée ; cette trace wrti' 
cale ne serait donc pas parallèle à la ligne de terre; ce «pnert 
contre l'h jpothèse* )1 suffît donc encore de déterminer an point 
de la trace horisontale cherchée. 

Enfin y quand la trace Terticale donnée n'étant pas peralMe 
à la ligne de terre ^ le point de concours de ces deux lignei 
sort des limites de la feuille sur laquelle on trace V épure, il 
faut déterminer deux points de la trace demandée. 

a* MirBODS. Par le point(aya')du planZ, on confostnne 
parallèle L à la trace verticale ^« de ce plan ; les projectioos de 
ta droite L sont des parallèles nW , ah, aux projeotioosY«, 
jrx , de l'A ( n^ a23) ; et comme la droite L est tout eetière 
dans le plan Z ( n° ia3 ) , le point m, ou die rencontre le plan 
horizontal (n® a44)> appartient à la trace horisontale du plsoi Z.' 
Pour trouver ce point, on tire par m', une perpendiculaire' m^c 
à jçjr qui rencontre ah. au point m demandé. La droite mi y teiCDée 
par les points «, m^ est la trace horisontale demandée du 
plan Z. 

BsMAaQua. Cette seconde méthode serait en défaut si la traça 
verticale du plan Z ne. rencontrait pas la ligne de terre. Il fim- 
drait alors avoir recours à la i'* méthode, pour déterminer 
deux points de la trace horisontale demandée. 

G>nnais8ant la trace horisontale ml du prain Z et les projec^ 
tion^ a, a f d'un point A de ce plan, la construction indiquée 
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( 1^ cot) îert • déêerminer le rabaitemeru à! dupaini A sur 
le pluM hanàtmtal; à cet effet, on tire par a, la perpendicu- 
laire, ad k ^f et aur la parallèle €ifk tU, on prend anz=zpa'; 
on décrit nn arc, de b comme centre aTcc le ra jon bn ; cet arc 
conpa lul en nn point A' qui est le rabattement demandé du 
point (a, d) sur le plan horizontal. 

4* Cas 0^. a39)..Oii connais les projections , a, d^ d'un 
point A siwé dans un plan Z; la trace horizontale mi du 
plan Z est donnée ^ il s'agit de construire le rabattement A' 
du point A sur le plan vertical dxy. 

Des miaonnemens analogues à ceux dont on a £àit usage 
dans le 3* cas, conduisent aux constructions suivantes : 

Pour trouver la trace verticale du planZ^ on a recours à 
l'une des deux méthodes que nous allons indiquer. 

i** MizHans. Par un point quelconque e de la trace hori- 
zontale «<, on tire la perpendiculaire ee' à la ligne de terre xy:^ 
parles points, e^ a, on mine une droite, et du point i( o^ 
die rencontre a;y , on tire la perpendiculaire k/ à :rf ; la 
droite e'g', menée par les points c'y d , coupe kn' en un point i' 
qui appartient & la trace verticale cherchée du plan Z. 

Quand la trace horizontale donnée rencontre la ligne de 
terre en un point « situé sur la feuille destinée à tracer \ épure 
(ce qui a lieu dans la^^ure a3g ) , la droite «/, menée par les 
points • , A^ est la trace verticale cherchée du plan Z. 

Lorsque la trace horizontale donnée est parallèle à la ligne 
de terre , la trace verticale cherchée est aussi parallèle à la ligne 
de terre; de sorte qu'il suffit encore de déterminer un point 
dcoefte trace verticale. 

Enfin, quand la trace horizontale donnée rencontre la ligne 
de terre en un point qui sort de la feuille sur laquelle on trace 
Yépure, il faut déterminer deux points de la trace verticale 
demandée. 

a* MixHOBB. Par les points, a,a\ on tire des parallèles amj 
dKy aux droites tttyjrxi par le point m, on. mène une per- 
pendiculaire mc^ ^'^9 qui rencontre V&^ en m'4 la drcnte 0^^ 
menée par les, pointa « , m% est la trace Verticale du plan Z« 
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irmom hortiaiitale^ia plan Z me renoaatrait )Hisla ligne é» torre- 
ll*fiiiidmt alort afvir Beoovrsà la i"* méthode, po«r ilfil ■ MiiM i 
deux points de la trace Ter! icale dcHModée. 
. Oommimxol la trace Teriicale mtf An fdan Z et lai' pm fe c 
Uons tf , ti f d'nn point A de œ plaa , k oooitmcUoo Jadiqa4e 
^^^cû9)fmn:kdéÉennwerierœbaaemÊeniA^dupidmÀ.sm'k 
ipUmvetttieal^.é^cel icffet, nn tire pur wt^j <a pniyauKt dlrtii 
i/J" A Wyiet anr la pa r a ti M e €lf\^ ^Vmgpetnd «tf'jÉ'ajiM^eii 
décrit nn arc de b' comme «ccntie «tcc 4e ^^ayon éW^ «et are 
:op«pe ^<f enon point A.' qui ett le-vabatlement deviandK do 
point («y V) au* le plan irertical ^W. 

S* Cas. Oib conmKft fat deux tnwee d^unpkm It, et Atik 
£fe# <2eiu: protections dttn poùu A m*<v^ ^ioiif ie pian E/ il 
-s'dgiti d!? construire Vautre profectiem êu^pmu A , ar aee-reto- 
.icmeni mr fa# ^uar j^fans ^ projec^om» 
' On eonsiraira d'abord l'antre projectioifrda5)eint A (n^a^Q ; 
ét-ensuite, les méthodes indiquées dans- les deux premiew cas , 
eBrriront à déterminer les rabattepiens da point iL^sor les 
plans de projeetioni 

Par exemple, si l'on connaît la projection Teriioak ^ 
Xfig' &4^) ^^^ point A situé dans le plan Z dont lee traces 
«r, uf, sont données , et si Ton deioande le rabattenae^t A' 
da point A sur le plan boricontal i on cbercbera d'iliord 
Pantre projection a dn point A; à cet eflfet, on ^dbaervera 
^e la 'projection demandée derant se-tronTer snr Ja piNPpe»- 
àienlaire t/c à la ligne de terre aejr {vP a35), il suffit «de dé- 
terminer une autre droite qui contienne ie poinrt «• Or, h 
perpendiculaire «au'plan vertical, menée per 'é^, passHttft'par 
^le 'poînt A , tout plan ^P mené par eette droite , contiendra 
>le point A , et une droitequdoonque fii^'A^ menée par le pdfa^'i 
dans le plan ^mjr, pourra être considérée comme la tvaeefer- 
4icale'ân plan P; ce plan-^tant perpendiculaire ««• planter- 
-tkal Viff (n^ i8o)y ^sa 'trace 'horisoutde «era la perpeodicn- 
•laire ikk agr'{n^ 33iS,>3^);ile point A'seiJIreuTant'dans chacun 
des plans 'l^irt> m'i^k ;^iFenlire une«pevpemdioulaMie APSTinili 
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ar^ y li y cjt cU cn horisontale mk de Pinterseetnm de ces deux 
plans (■* v^ doit contenir la projection horiiontale da 
point A. Loa ^droites o'c, mk^ $e couperont donc en nn 
point «» qvi Kra la projection horizontale du p<Ânt A. 

Ifipris cet considérations, lorsqu'on connaît la projection 
verticale d éhin point A situé dans un plan Z dont les traces 
mt, sd , sont données, pour construire la projection horizonr^ 
taie du point A , on mène par ot une droite quelconque nfk'^ 
-ptt tespôtiits, fn\ a\ V ^ on tire les perpendiculaires w^m^ dc^ 
Vil , \i la Egne de terre xy\ par les points m, ^^ on oon^ 
doit la droite mk qui rencontre de en a; le point > a, est 
la projection horizontale demandée du point A. 

Connaissant les projections a, a', du point A. situé dans le 
plan dont la trace horizontale Ai est donnée , la construction 
indiquée ( i^ cas ) détermine le rabattement A' du point 
(a y d) sur le plan horizontal \ à cet effets On tire par a, la 
perpendiculaire ad a mf, sur la parallèle qf k éi, on prend 
an=:pa\ et de b comme centre., avec le rayon bn ^ o^é- 
crit un arc qui coupe ad au point A' demandé. 

€• Cas (Jig. a40. On oonnait la projection horizontal^ ,ra, 
d,un point A situé dans un plan Zj la trace horizontide mt 
du plan Zi est donnée, ainsi que T angle y qu'il forme Muec 
le plan horizontal tÊ^jr. Il s'agit ds construire les rabatte^ 
mens A% A'> du point A sur les plans de projection , et de 
trouver Vautre projection d du point A. 

vlVior construira le rabattement A! du pjoint A>sur le yAm 
hêtdaontud, :on obsense que a étant le ipiéd de la perpondi- 
ïoulaive aliaiasée du «point A de l'espaee sur leplan hôrisôntal 
4ii^ si l'on ndène .la perpendieulaife ab à ost, Jfi dToi|0 ÀJfr 
ébêsl perpendiculaire à At (n? i33).; Fangle Aba sesajdonc 
iffl k l'aïqïgle^. formé par le^an^K aiAC le plan 'horizon- 
-tal(n° I74)« Bar oMMSquent, :pour construireile triangle )A^, 
(rectangle t«n a., il auffit de tirer par fr^tonecdroite Ar^qui foraoe 
atec ba un angle rba égal k l'angle donné y » et de amener 
lâcpiRMdMe s^\k.mt,'y .les droiiles br, ^qf, lae-oouperont -m un 
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point n , et le triangle nab sera égal an triangle Aoft situé 
dans Pespaoe. On aura doue, bnsshÈL et an^ak. 

D'ailleurs, kb étant perpendiculaire sur «/, le rabatte- 
ment de A (lur le plan horizontal ) sera sur le prolongement 
bd de la perpendiculaire ab k ai, à une distance de b égale 
à bA't décriTant donc un arc de b comme centre avec le 
rajon 6/1» cet arc coupera bd en un point A' qui sera le 
rabattement du point A sur le plan horiaontal Uix. 

Pour trouver la projection verticale a' du point A , on ob- 
serre que cette projection doit se trourer sur la perpendicu- 
laire ae^ à la ligne de terre xy^ à une distance de p égde 
à <iÀ (n® 233 , 4**) ^ et comme oA = an, on obtiendra le point 
a' en prenant sur pe' une longueur pa' z=, an, 

0>nnais8ant les projections o. ^ d ^ du point A, situé dans 
le plan Z» dont la trace horizontale «1 est donnée, les mé- 
thodes indiquées ( 4* cas ) serviraient à trouver la trace Tertt- 
cale mi du plan Z et le rabattement A' du point A sur le 
plan TCrtical t'AX, 

Afais, comme on connaît Pangle y que le plan Z forme 
avec le plan horizontal , on peut construire plus simplement 
la trace verticale m/ du plan Z, En effet, si par un'pcfint 
quelconque m' de la trace cherchée afj on conçoit la per- 
pendiculaire m'nt à xjr , cette droite sera perpendiculaire an 
plan horizontal (n^ 182) ; et en menant par son pied m^ la 
perpendiculaire mq à la trace horizontale cet , la droite qui 
joint dans l'espace le point m' au point q, sera perpendi- 
laû^e k mi (n^ i33), et sera dans le plan /eit; VhHfjiem'qm 
sera, donc égal à y (n® 174)- Ainsi, dans le triangle mf^mq^ 
rectaiigle en m, on connaît le côté mq de l'angle droit et 
t Kangle y que l'hjpoténuse m'q fait aTec ce côté ; conduitâiit 
donc par m la perpendiculaire ms h mq , menant par q la 
-droite qv, sous l'angle mqv = y, les droites ms, qv^ se ren- 
.contreront en un point ^; le triangle itnq sera la Traie gran- 
deur du triangle m^'mq situé dans l'espace, et mf sera égal 
a mm • 

D'après ces considérations, lorsquon connaît la trace hori^ 
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Xùniak mi éfunpUm Z et Ttmgk y qu'il Jbrme a»ec le plan 
hofixcnud, pomr construire la trace verticale mi au plan Z : 
par an point quelconque ^ de «I , on mène une perpendicu- 
laire i «<9 qui rencontre la ligne de terre x;^, en m; par m, 
on tire mJ perpendiculaire hxy e\nu perpendiculaire à 7nq\ 
par le point q , on conduit la droite qv sons l'angle ifi^=y ^ 
les droites m$^qy ^ht coupent en un point i'\ on décrit un arc 
du point m Gomme'centre atec le rajon m^; cet arc coupe m/ 
en ira point ml de la trace cherchée; de sorte que cette trace 
ast la droite mi menée par les points m , m'. 

Rbiijlb<2UB* Pour construire le rabattement du point A sur 
le plan horizontal , on ayait conduit la perpendiculaire ab\mi^ 
et la droite br sont l'angle abrzss y ; ces lignes étant connues» 
on peut encore sintplifier la construction qui vient détre indi^ 
quée pour déterminer la trace verticale mi ; car , la position 
du point par lequel on mène la perpendiculaire à mt étant 
•rbitttiîre, on peut choisir le point b\\\ suffit alors de pro- 
longer la perpendiculaire ba k mi^ jusqu'au point c eii die 
rencontre la >4ign9 de terre scy^ par ce point, on mène la 
perpendicaUfre<dK à jr/, et la parallèle cA à tU qui rencontre 
in li^e conrnif ^r .en ^ ; l'arc décrit de c comme centre a?ec le 
rmfon cl y remontre cif en un point ^ qui appartient à la trace 
verticale eherchée. 

• Enfin , d'aprèsce qu'on a tu (a* cas , page 170) , pour con^ 
truire le rabattement A" du point {a^i/)^ sur le planver^ 
tiosd imx \ par le point é^ on tire la perpendicalaire a'd' A mi ^ 
etswrlaparajlfcle^'à •/'y onprendi^9ir=/Mi;oiidécrit on 
arcade V comme centre utco le rayon Vrl\ cet arc conpe 4/J' 
en vn point A' qui est le rabattement demandé. 

7*. GÂsi CtmnmUsamJt la projectionvertioale d'un point Asiiué 
dans tin plan dont, la trace verticale est donnée et qui forme 
un tm^le connu avec le plan, vertical de pro/ection, construire 
f'iàitre projection dû point IL, ainsi que ses rabaitemens sur 
les plans de pràfectùm»^ 

On résoudra ce piyiiUinie ii Paide de raisonnemens parfiite* 
ment semblables ài ceux dont on a fait. usage dans le & cas* 
Géométrie. la 
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977. 3i' Paaautaou Gmnait$ a mi k nàougmami wmr twmda 
dbur plmmi de ptofeciiom, ^ttn poùu ▲ sùmé dam$ 9mflm 
donné Z« on propose de contiruirt let profeeiùm» de cepoiwL 

\^ Càt ifig- ^4^ ^ ^3 )• On comudi le rmÊmnemeenî ▲', 
sMrleplan horùumud, dunpoUu KsiiÊsé dans umpUmZ dam 
lôâiraeeêmi, m^ f soni donnéeê ^ ils'agiide consirmm ieg pft^ 
jtetienâ^ a, ^, dupoùu A. 

On Mippote qu'afoès avoir fût lourner le plan te^aaloar 4t 
■a trace horiaonlale mi , pour le rdwtUe «ir le plea konos- 
ta! f4X y le point A éa plan Uè/ cet Tena en A' flnr le fin 
horiaontaL II en rétolte que réciproquement , ai lo plan ra- 
battu El' mi tourne autour de mi^ pour reprendre aa puaitien pri- 
nitîfe te/y le point A' Tiendra coincidier avec le poini A doat 
il ^agit de trouvrr les profecftiona » a , V« Boua allona denwtir 
den méthodes, pour oonatruire ocs projeetienai 

i«« Jfiraona {Jig. 2^). La projection Itorientifale m im 
point A y devant ae tronvcïr sur la perptndîeulaiie A!èa à M 
menée par A' (S^remar^ice^/M^ 170) » k redierelm d« cflUl 
projection se réduit à détermâner la dialanee ob. Ofr , d*apfèi 
ce qi/on a vu (n* ^76, 1^' cor) , ab est Vnm des odiée de hngif 
droit dana le triangle Âab rectangle en^a; f hypeJéiiBau A;^ eit 
égile à la ligne connue A' A; et comme cette bjpoténsauUftafee 
le o6té ab un angle égal à Pangle y que le |dan W Ibnnn ame 
4e pkm lioriaontal , il sufit , pour être eq èUit de eonataïkt k 
tiAèMfjm/iab^àd trouvée fangie 'T. v. '.\ A v^ 

On pouraaît détermiaer Fangle y par la mélliod^ds n^ ^9; 
mais dâiiaie cas actiicl, la construction diraient plnaaiÉipla ea 
'obsertant que le plabdn triangle kmb. étant pecpooditadbiBa à 
la trace ei et au- plan boriaontal (nf 276, i*' ced^ f luArarn 
iMiriaonuW, du plan A«6 est Ipi peiApendîonlam £«c::i7al| 
et sa. tTM» vèrtiôde ^st -li perpendsculanra eà^ A .li^ ligon-ds 
tméagrs là dveitta Aç^vqui joint dans l^spaee lea poîntsi.#>ut d^ 
IMt pèr | >cnd i etilaira k e$ et' ferma âMc be un fen^ ^giA A y 
(n* 174)' I^&illeurs, ce étant perpendio^irete pla» ho» 
riaontal (n^ ite), la droite btf est Phypotéause dlha trimigle 
reelani^e deait ka deuai cétés de: Fanf^ daoii eant eiA et ^; 
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|Mr oiHiiéipinBt, tî Tob mène la fMrpendicnUitt ^kàeb^d 
Fqb prend «/csoe^, et «i l'on tire l'hypolénate Ai,l0 triangle Coft 
aéra %al a« triangle c ci , et l'aagle Ibc sera égal A y. 
', ; Aeii' pétnJle que ti l'oo perte sur bl une looguear bnsz^èJ , 
etii l'on abaitte la perpendiculaire na k bc, le.triangle noi 
il ma triangle Aab ^ ei le pîad aûe la perpendîonlaire na 
.ta |we|irction^ horiaentale du peint A. On aura «A.sai«i» 
La proiection yerticalc du point A doit se trouiner ânr la 
perptpdtcnlaire œ' à la ligne de terre j^, k une distance de 
Mtte ligne égale à oà ( o« a33 , 4* )i et comme aà^s^an, on 
ebtiendra la: profection teriicak ii^ du point A , en portant 

, ^éprcn 0e» oontîdératibna, lorjfu'cn connaît h rabatiû" 
mmU A' 9 Mur le plan hmzontal > <Pun point A de Fespaoe 
4Ùiitéam Je pffm dont les traces mtt «^» sont données , pour 
ûtmUrfîimJmpmùjections , st , d, du pùituA^ on tirepét^h! 
mÊÊÊ perpendiculaire à la trace hûriM>niale atj psa^ le point c, 
èit' eeme perpendiculéure rtncemtnrJa. ligne de /erre jejrp on 
aw èi i tf la petpeÊsdiculaire ec* à xy-^ iaparaUèle eh à mi; en 
^éerik an ew ,dec comme centre a¥ec le rq)ron ce' i cet arc 
wemps eft èn.J ; on tire la droite bl, et Ton décrit un arc de b 
àamnm eentsm siyec le rqjrim connu bA' ; par lepoùu n ^eit cet 
aeéicoupe bl,, on jnhte la perpendiculaire naàbc;. du pied a 
fia CfOêêepetpemdiculaire, on tire atl f perpendiculaire sur a^^ 
d fan prend pè! 9SMn ; leepoims, a, d, ainsi déterminés^ 
^Ogià les prof èctSens demandées du poiht A» 

iH^.SoûÊAÈÊi^pn. Le point A étant dans >diacnn des plant W^ 
bcdf doit se trouver sur leur intersection <frc'^ la projeotiott 
eMnIe de '*ovî point dok dono A'tfou^er eur la pfK)|eoMon 
MÉtioale-d^Vialéraection Ae'tde cet dèox'piatta. Or, en tiaant 
là? péitfwndiedlaîre bb' hay^h draitei(^%^tt la projection ter- 
cSnle dell|Aei«M|tien'&i/ (n^ja4^)' Pareontéqnent» si laçons* 
tsesetion a étéJkitemHfcexaetiwde, la droite bV passera par 
te poiht m\ 

' 'tl^ltcÉÊÊàm^lim. Lat trianglea rectangiet kb, nab, pensent 
èttfècenaidérét'oaimiae leii«tef(0Mieiw<«nr le plan horiiontal) 

12.. 
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2^0, 3|' PiuUikMB. CûonaitiaHl le nAal 
deux plans de projection , d'an poiat À-, "^ 
donné Z, on propotc de construire les pr ^. 

," Cx, (Jig. ^^7. et 243 ). On "^^^^ 
sur te plan horizonial, d'un point ^ ^^''^m^ 



tes trace* mt , mt', sont données 
iecuoni, a , a', dupoinl A. _; 

On suppose qu'aiirès avoir &- _ 
«a trace horizontale •* , poli» ,' i 
Ul t*t , le point A dtt pV - J j 
hori«o>ital. Il en résulte i, j J ) 
battu A'at lourneaulott' ; | I 
uitive ui' , le poîot à . - C 
il ï'agit de trotner ' . , ' 
deux mélUodas, p 

1" UfcaoM 

point A, deTS' 

menés par A 

, J cet 

'"2!?"°° 'l'i'S" 



m 






, ttfurz 

■^ sur le p/i 

uxe et, ne chan^ 

.montai) un arc l'^ , 

u ni', le rabattement 

rc. D'ailleurs, si l'tJn 

le terre ay, et la perpei 

.Mite * * sera perpendiculaire au pfci 

1- «I h droite /'/?, qui joint, dans l'espa» 

,, itantperpendiculairc a ai (n" i33), | 

srpendicn 

* dénient du point t sur le plan IioriEontal. L 
^^tt par ieï poiots « , L', est donc le rabattemeni 
^ B»ee verticale «^. 

Cela posé : si par le point donné A', on mène u 
a M, qui rencontre en B' le rabattement icfdeai 
«ouçoit que le plan iff tourne autour de la trace hoi 
lorsque le point A' «era parvenu en Â , le plan (< 
In position U^, la droite a/* viendra sur ml'; le pc 
dra en b' sur a^, à une distance ab' de m égale . 
parallèle A'fi' à tm prendra la position Ab'. La droi 
parallèle à tu et passant par le point b' dont la 



-"^l^,^ le prolongemonl/jr^ de la perpi 
^ ( U , où la droite l^ rencontre l'ar 
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des tf iangles déf^ Èk/A ( ritués dans Tespaoe ) ; ^BtKSrMSrt qiie 
si le triangleU^cé» tourne aatonr dn côté d) àe l'angle droite, 
lorsque l'autre eJtAk ce' Ae l'aagle droit sera rabattu ma» fe plan 
hoWiontal tefyies points c' et A tiendront reapectifvnent 
en / et en n. 

9* MiTBons {fig. 243). On construit étoborà le rabam»^ 
ment, sur k plan herixontal k'xjr, de la trace venfcmie ei 
du plan tdlfi^ 

On obtiendrait ce rabattement en déterminant ' Padigla é 
formé par les traces mt, mi (n^a55 ), et eh tirant par la points 
(dans le plan horisontal) une droite nfwiso% Pangle iitf^szé. 
Mais il est plus simple de chercher le rabattement tur le^plaa 
horiaootal d'un point qveloonqiie l' de la trace wrlieale^îtf^; 
à cet efiet, on observe , que si le plan iei tourne-autoor d0>aft 
trace horisontale*/, pour se rabattre rar le plan JioriéMtili 
la distance du point /' an point fixe «, ne change pas; déari* 
Yant donc (dans le plan horisontal) nn arc J'r» , de «;ooinHe 
centre, atec. le raJon^conna■ W, le rabattement. .di| ponitûf 
derra'se troiifei'.aor cet ara- D'ailleurs, ai Pdn tire4a pifw 
pendiculaire i7à la 1 igné de terre jrf, et laperp^odieiilam^' 
\ êUi la droite i7' sera perpendiculaire au* pito hAwaaptai 
(n° i8a)v^tla droHeZ/i, qui )oint, dans Fespaoay lepoiat^/ 
au foÎLjatp, étant "perpèndiottlaire kmt (u^ >33), lé popst^l^^aa 
rabattra sur le prolongement j9^ de la perpendîon|aif^^4«i| 
le point L' y oh la adroite If rencontre l'arc Frf\i\ett}^iofm6 le 
rabattement du point F sur le plan faoriBootal.-l^ "érwàttitifj 
menée par les points «, U, est donc le rabattement -ohelMAé de 
la trace Tcrticale «/• •> ■.•\ 

Cela posé : si par le point donné A\ on> mène nnn fiÉralBih 
à te ^ qui rekicontre en V- le rabattement i|/*de •/ |.et* ai: Haa 
conçoit que le plan lb|f tourne autour de la trace horiaonlale-aili 
lorsque le point A' sera iparrenu en A> le plan Itf/' aura pria 
la position tm/, la droite «/* viendra sur «z'; kf |K>int B^Tiant 
dra en b' sur «/, à une distance «6' de a égale k-^BTv e( b 
parallèle A-fi^ à te prendra la position Ab\ La droiîte?A^f étant 
parallèle a te et passant par le point V dont la projadiapl 
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IioriMatale Ht le pied b de la perpendicalaire Vb à xy («i^ a33) , 
on obtiendim- les projections de A^ en tirant p9it b^.el b des 
p^raliklet^il'y bn , aux projections .x;^^ mt , de mt (n*^ 2a3). Or, 
la dmle AA^ passant par le point A , ses projections b'tt^ bn^ 
passent par les projections cherchées de A. D*ailleurs, le 
point A' étant le rabattement, sur le plan horizontal , d'nd 
point A du plan l«t' , la projection horizontale du point A est 
sur la perpendicnlaire A'c k mi (y remarque , page 170). Lea 
dH>ites bn^ A'c, se coupent donc en un point a iqai est la 
pr<qeetioii faoriaontate cherchée du point A. 

La' projttBtion ?erticale dn point A devant se trouver sur la 
perpendiculaire ^ à xy (n* a35), et sur la parallèle b'd' li xy^ 
le point y, ob ces droites se coupent , est la projection verticale 
do point A. 

ITaprfcs ces observations , pour construire y par cette a* m^- 
ihoàe , les projections d'un point A du plan ^ai , dont le ra* 
battement sur le plan horizontal est le point donné A' , on 
prend un point quelconque F de .la trace verticale mt> du 
plan la/; on décrit un arc trs , ie m comme centre avec le 
rayon «T; on tire la perpendiculaire // ii la ligne de terre a^y, 
et la perpendicnlaire Iq k Itt, traœ horiaontale ot^; la droite Iq 
coupe Parc tn en nn point V qui est le rabattement du 
point / sur le plan horizontal ; et la droite mf, menée par 
les points Ji y V, est le rabattement de la trace «l^ sur ce plan 
boriiontal. Par le point donné A^ .ou mène A'B' parallèle à la 
trace hori^ntale la ; on décrit un arc\ de m comme centre avec 
le.jnajon connu mV; par le point b', oit cet arc coupe la trace 
verticale m^^ on mène la parallèle b'd' à o:;^ et la perpendicu- 
laire b^bk xy'f par le pied b de cette perpendiculaire , on tire 
bn parallèle à al; la perpendiculaire A^c k ml, menée par A% 
coupe la droite bn en un point a qui est la projection hori- 
aontale dn point A. On mène par a, la perpendiculaire ae' à 
zy\ cette perpendiculaire coupe la droite b'd ta un point a', 
qui^ett la projection verticale du point A. 

Rbsiabqitx. Le point B' étant le rabattementj sur le plan hori* 
«ontal y dii point b' (situé dans le plan lai") dont la prgjeetion 
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cUs triangles c'cb , ÈLah ( situés dans l'espace ) • 
si le triangle cch tourne autour du côté cb { 
lorsque TAiitrecôté ce' de l'angle droit serf 
horizorital /*r, les points c' et A tîenc' 
en / et en «. 

2* M^THonr. (y*^. 24^ ). On constr 
ment , sur le plan horizontal A^xjr^ 
tiii pian tA^. 

On obtiendrait ce rabatteme* 

lonnê par les traces «1, mi' (n*? '^ 

( dans le plan horizontal ) UD ^ ^f 

Mais il ost plus simple de c' *« ^'^' à 

horifontal d'un point que' le rayon ce 

à cet eÛot, on olxier%ie, r * , et l'on décrit 

trace liorîiontale «I, pr . connu ^'A"; par le | 

la distance du point / >^ la perpendiculaire rt. 

\^\\\ (ionc (dans le * ..«.;ieulaire , on tire de perj 

centre arec le ra' noà pa^=idrt\ les points a', 

d«Tra se trouver jcvMctions demandées du point . 

|vndicuUire /" . > /v» tire par h\ W perpendiculaire 

à «I . la droi . ^- ^ irv^k* bc devra passer par Ee poi 

vu* 18a); e ^,^^ -A ariasii:les rectangles /Va', nab\ 

au |i«wnt /• ^^.^ft* vvataa* Uw rabattemens (sur le plan Ter! 

r rakatlin ^.^■" »^^ ^#itue* dans Pespace) ; c'est-à-dire 

le |wir ■**-.' l'^tmeantour du ciMér'ô' de l'angle droite' 

ralùt • .\*i* • »•* »**• ï'jwjle droit sera rabattu snr le plan 

iw(^ . -•' ^M»iti.^ ».• et A • Tiendront respectivement en t 

b ,mf»^nm ^-Zij:. 345). On prend un point quelc 

M .t«ii^v boriaocilaie :U du plan l^mt ; on décrit un i 

f . . .vnMHM» et*tiln^ avec Je rayon mi^ on tire la pern 

1. «-v- j kji >Î4^ue de fcm* X V. et la perpendiculaire, 

? .«.^ ^tf(H;oiiîe mi ; b di\>il^ If coupe l'arc IrV en un j 

? ,t«* !?*« W rAKftttetaent du point / sur le pian vertici 

'^'--* -/'* v.u-;uv par le* point5 «, L', est le rabatte 
I ♦ r.t^ 4»î *-;• ^v piaa vertical. Far le point donné 

*^^«K' Vt^ fsjraiivW a kft trjw «cHicate t'm ; on décrit 
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bora»nlal9>eit fr^ it^ droite bV doit étn perpendic^Êkuit 
tFmce' hùrùçntak atdupUm tmt (3* remarque , page ifi 
. ft** Cu ifig» ^44 ^^ ^4^ )* ^^ conrudt le rabattemeni i 
Ifi plan vertical , £ un point k siiUé dans un plan Z do 
iraces atr tU.'yêont donnéer) Us agit de construire la 
jeetiontp a^d^du point A. 

Des raiaonnemen» analogiies à cenx dont on a fait 
dans la il' cor, cea du i aent kax eonslrodions suiyantea : 

i** BlixBODS (^g. a44)*' ^^ ^ point donné A'", oo 
perpendicalaire AV à la Iraée TortieaLe mt'y par )e poi 
oft oette perpendiculaire rencontre la ligne de terre xy^ oi 
l^t parpiandioiilaire c'c k a^ et b parallèle c'h' a mi 
décrit un are dé c' comme centre avec le rayon ce ; i 
coupe c'h' en T; on tire la droite b'I', et l'on décrit i 
d'e' è' comme centre aiec le rajMi connv b'k"^ par le po 
ok cet arc coupe b'f^ on abaisse la perpendiculaire n'a' 
d» pied d de ctfU& porpendicalaire^ on tire ae perpei 
kàire sur s^jr, et Pou prend pdzzz an' ; les points af, a 
déterminéi^ sont les projections demaBdées dn point A 

1:^ HxiiABQOXi, Sï Ton tire par b', la perpendiculaire 
Ngne de terre xj^, la droite 6e detra passer par le- poii 

a* RmaBQOS. Les triangles rectangles l'c'b\ nab\ 
élre oonikkéréa comme les rii6iiflemejiy(sur leplan Terf 
tfîanghs cefb% kdlf (situé» dans Pespaoe) ; c'est-à-d»re 
trîanglee^^ toomeantouff ducôtéc'd'del'angkedroit c 
If^tre dMc^rde l'angle 'droit sera nJ^ttu sar le pla 
/«j*, les poinls cet A, Tiendront respectiTement en / 

a'MisnBEomi {fig* s4^}* On prend un point qu< 
de- la trace bovizootale tU du plan /#l ; on décrit u: 
de « comme centre ayec le rajon ml\ on tire la p 
knre/' à la Kgpe de terre :r^y et la perpendicuki 
traea verticale mif\ Ia.droîie t^ coupe Parc irV en 
qui est le rabattement dn point / sur le plan tc: 
droite tf/^> menée par les points a , L% est le rai 
» trace aX sur œ plan rertical. Par le point d 
mène A*B^ parallèle » la trace Terticale i^« ; on c 
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igtft, h énwV tir rfrff rtn jnijinrfi«jMiM * fa 

Imphm werdcal, dumpoimi A sùaé dtau mmjAmT éamÊ, la 
irmoeg ^, dL\ mm àmméa ^ Uiagitét canMtntmK^ lem 
fediansp a,d^ du pcim A* 

Des rakonwfin «nalog^et à oen Aomt oa • Ait 
Jantle 1^ eor, c— ilMia.ul «m c<MMlr«cliat fhftgi ; 

t'* Mimoni (/^. 944). Par le !»■& «lûMié A%m linla 
perpendîcalaire AV à la Iraee irerikale «^; |iar Ift foiat ^f 
oè cette pcrpeadicalatrc renooatre la ligve de teflte Jr|r, OA aène 
la perpBodîeolaîre c^c à j^i^ et la panllèle c'a' à «^^ ob 
dUeri t wi are de </ ccHBiiie centre aiec le ra job ce ; cet vc 
coupe dV en f ; on tire la droite b'T ^ et Ton décrit sa are 
imV eaaaae centre aiec le rayeo oodhv fr'A'; par le foiaStwt^ 
ok cet arc ooope 6Y, on akaisie la perpen di enlaire mféif àlV$ 
d» pied ûf de cettB perpendiculaire, on tire ae 
kire eur xjr^ et l'on prend /Mr^= aV; lee pointa aif, a, 
déteminéi, eont ïm projectionf demandées dn point A* 

tf* Hxhabqok, s» Ton tire par fi^, la perpendiculaire é^frfc la 
Ngne de terre xj^, la droite de devra passer par lepeîaiei 

2* Rmjtaqes. Les triangles rectangles rdb\ nV^, pemenl 
élve oonsîdéréaoomnM les m6afSemeicr(fur teplan vertïèal^dis 
triangles cefb^f kdlt (sitoéa dans Pespaoe) ; c*est*i-direifni^iib 
triangle tf^i^totiraeantoiir dn côté éV de Pangle droit c^yfcjgaqw 
Kantre dM écA^ l'angle droit sera rAattu sur le plaa wtkil 
/«j*, les poinls cet A, Tiendront respectiTeatenten l ^eitd^ 

a'MioPBDDB {fig. «4^}' ^ prend un point quelconque l 
de. la trace hoviioDtale tu dn plan /#i; on décrit. ua ira V/^ 
de « ceianM centre arec le rajon «/; on tire la perpendicu- 
laire/' k la Kgpe de terre jr^i et la perpendicoluîre,/^ à h 
traee verticale «Kif \ la^droiifc t^ coupe Parc Ir^ en xm peint* L' 
qui cet le rabattement dn point / sur le ptaa iFcrticrid; et b 
droite «/^y menée par les points m y L% est le nAaittement de 
m trace aX sur œ plan verticaL Par le point dooni A% od 
mène tkV parallèle à la tvaee Tcrlicale i« ; on décrit on vt 
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de m cmamemntte atec le rayon conntl «B*; par le poiiil A, 
oii cet aiTCCMipe la trace hortaontale «t, on mène la pai*allèle 
bd k xy et la perpendiculaire fr^ à Tjr ; par le pied b' de cette 
pefpeiidicalaiffe,on tire b'n parallèle à «/ ; la perpendicttlam 
AV à mt, menée par le point donné |A^ coupe la droite AV en 
un point if qui eat la projection verlicale du point iL Où 
mine par t/,im perpendîctilaire Je k ^y\ cette perpendietHi 
laite eonpe la droite bd en un point a qui e^ la projéetion 
horbontale dn point A. 

Rbkâbwb* ^ droite b'V ,doii iore perpendiculaire à ta 
inace vmtieàte mi du plan tmi. 

3* Cas (fig* a46 ). On connaù le rabaitemenl AS sur le plan 
honsQfUal, duupoinl A situé dans un plan Z dtnu la trace 
horizontale mi est donnée ; on connaît aussi F angle y que le 
plan Z forme at^ec le plan horizontal j il s'agit de construire 
les projectionM, a, at, du point A. 

La psojeiatian hori«Mita)e«^ du point A, devant le tropiTar sur 
là perpendifélaira A!c k la tnee horkonlale mi ( Z^ remarque^ 
pafp 170):, la recherche de oeite projectioli ee réduit.^ déter* 
■ainar U diatance ba. Or» d'apitès oe qu'on a tu ( n^ 276^ ^ 1*' ciu)^ 
si Pon ocMiçoit les droites menées du point A de l'espace aux 
points a, b ,Vhjfoiéiauae àA 9 du triatigle rectangle Aâ6y for- 
mera Fangle 7 a^ec iè c6té ab et sera égale à àfb^ Par oonsé- 
i|iient 9 pour construire , sur le plan horisontal , le triangle Aab 
situé dans PespacOy il suflit de mener par b une droite br sous 
Fangle cbr^azy, de prendre bnaa bàf, et de tirer par n U per^ 
pendîcnlaire Ra à de ; le pied a de cette perpendiculaire sera 
le prefeotion horiaontale cherchée du point A, et le tiâengle 
mba sera égal au triangle Aba. 

Pour construire la projection yerticale 1/ de A, ott obserte 
que cette projection doit se trouver sur la perpendieulatré aif k 
la figne de terre xjr^ k une distance itp égale à tfii^(pege 169). 

CTaprès ees obseryations, pour construire les projections ai 4t\ 
do point A 9 dont le rabattement sur le plan horisontal est A\ 
par te point donné A', on tire la perpendiculaire A'^ à la. 
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trace horixoatale donnée «U ; par le point b,Qa cette perpen- 
dicalaire coupe mt, on tire la droite br qui forme avec bc un 
an^le cbr égal à Pangle donné y; on décrit un arc , de b comme 
oenitre avec le rayon connu bAf'^ du point n, où cet arc 
rencontre la droite 6r, on mène la perpendiculaire nak 
6c; par le pied a de cette perpendiculaire, on tire oe^ per- 
pendicolaire sur la ligne de terre xjr, et à partir du point/' 
o& cette perpendiculaire rencontre xjr, on prend sur pe' 
une longueur pd égale ii an\ les points a^ a' , ainsi déter- 
minés , sont les projections demandées du point A. 

4* Cas (Jîg. 247 ). On connaît le rabattement X" , sur k 

plan vertical X'xjr, d un point A situé dans un plan 7i dont la 

trace verticale «/ est donnée / on connaît aussi F angle y que 

le plan tfait avecle plan vertical j<Li ^ il s'agit de trouver 

les projections , a, d y du point A. 

Des raisonnemens analogues à ceux dont on a fait usage dans 
le 3^ cas , conduisent à la construction suivante : par le point 
donné A', on tire la perpendiculaire A V à la trace yerticale 
donnée mf ; par le point b'^ où cette perpendiculaire coupe id^ 
on tire la droite b'/ qui forme ayec b'c' un angle égal à Fangb 
donné y \ on décrit un arc, de b' comme centre avec le rayon 
connu Vk^'j du point fit o& cet arc rencontre la droite Vi^t 
on tire n'd perpendiculaire sur b'c ; par le pied d de cette 
perpendiculaire , on tire une perpendiculaire de sur la ligne 
de terre xx > et à partir du point /r, o2i cette perpendiculaire 
rencontré xy^ on prend sur pe une longueur pa égale à dn\ 
Les poinUi d ^ a^ ainsi déterminés , sont les projections de- 
mandées du point A. 

278. Quand lùplanZ , qui contient le point A , estperpenS" 
culaire àFun des deux plans de projection , les constructions 
des n®' 276 et 277 , deyiennent beaucoup plus simples. En voici 
des exemples : 

1^ ExEMBijs {fig> 248)- On connaît la projection horixonr 
taie, a, dun point A situé dans un plan Z perpendiculaire au 
plan vertical de projection; la trace verticale a.{ du plan Z 
^t donnée i il s* agit dfi construire^ la trace horizontale <U 
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du plan Z, la projection verticale cl du point k, et les ro- 
baiiemens, A% A^ du point A sur les plans de projection 
i'mXf tmx. 

Le plan Z étant perpendicolaire au plan Tertical ^t^r , et le 
point «appartariant à la trace cherchée» on obtiendra cette trace 
eo menant par le point «, une perpendiculaire cu à k ligne de 
terre jrf (n* a33, S^"). 

La projection Terticale du point A doit le trouver sur la 
perpendicolaire ae' à sey menée par le point donné a (n^ ^35^ 
et il résulte da principe du n^ i83y que cette projection est sur 
la trace Terticale^l^ du plan Z. Le point cf, où ae' rencontre m^, 
etft donc la projection verticale demandée du point A. 

Pour construire le rabattement A' du point A sur leplan ver» 
ti'cal ^mx, on observe que la perpendiculaire menée.de A sur le 
plan vertical est égale a ap (n® 233 , 4^); d'ailleurs , cette per^ 
pendicttlaire est dans le plan imt (n^ i83)y son pied est €^^ 
et elle est perpendiculaire à la trace verticale at\ Far con- 
eéqiient , si la plan tmi tourne autour de sa trace verticale mif^ 
loraqu il sera rabattu sur le plan vertical imx , le point A se 
n^wttra sor la perpendiculaire cld' h ai, à une distance de J 
égale à pa;. prenant donc sur ad' une longueur a' A' égale 
à /y^i le point A'' sera le rabattement cherché du point A 
sur le plan vertical iax. 

Pour construire le rabattement » k', du point A sur leplan 
horizontal tmx, on observe que le point a étant le pied de la 
jperpeqdicnlaire abaissée de A sur le plan horizontal tay^ si Ton 
tire ab perpendiculaire k eU, la, droite Ab , qui joindrait , 
danaPespace, le point A avec le point b^ serait perpendi- 
culaire /lur mt (n* i33). Or, kb est l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle dont les deux côtés ab, ak , de l'angle droit y sont 
respectiv/emeiit égaux à /?« et à pa'\ la distance de A à i 
est donc égale k a^m. Cela résulte aussi de ce que les droites kbf 
a' a , sont deux parallèles comprises entre deux parallèles kid^ 
bm. Par conséquent , si le plan t'at tourne autour de sa trace 
horizontale mt^ quand il sera rabattu sur le plan horizontal 
UiXf la perpendiculaire kb k ut, viendra sur le prolonge-* 
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Birat bd de ab^ et lé point A te rabittni en ni» pOMl A' 
de M| à une dîiUnoe de b é§ale li m^* 

Ainsi 9 pour construire le rabattement A' da poiat (a, m) 
wmr le plan horiiontali en pent décrire un are de m comme 
oantre atec le rayon «n^; par le point r, oli cet arc coape la 
ligne de terre , on mène une parallèle rr à la trMe «#, et 
par a on tire la parallèle ad kU. ligne de terre; les droitei 
«if, r»f le rencontrent en nn point A' qtiî est le rabette- 
mevt dierelié du point (a, tf) sor le plan horiaon f I lesr. 

st* EsmeuB (^g. %/{g). On camnaù le mbmuemem A% mt 
U plan horizontal, et un poùu A Hiué dariÊ le plan Uti pet^ 
pendiculaire au plan vertical fofrj il s^agii de ooneinti^ be 
prùfeetiom, a, d, du point A. 

Les raisonnemens employés dans le i^'eâwffipfa^ootsdulsenl 
k la oonstruction suiyante : Pour déterminer les projectieii s 
demandées, par le point donné A', on mène des panDèhs 
AVy A'/f aux droites l«, xjr; on décrit un arc de m comme 
centre aifec le rayon «r, et du point d, ok cet arc oodpe h 
trace irerticale M^f on tire la perpendiculaire tfgkagr; cette 
perpendiculaire rencontre la droite Ay en a. Le» poinU af^ 0, 
ainsi déterminés, sont les projections demandées du point A. 

3* ExsuFiA {fig. a5o). Oit eonnait le rabatêemeni A*, eut 
le plan vertical A'xjr, et un poùu A situé dont un plan toi 
perpendiculaire au plan vertical A'xf ; U t^agii da eonê^ 
iruire les projections , a, d, du point A. 

lyapfbs les raisonnemens employés dans le i^' estampée, 
po«r construire les projections demandées, on mène le par» 
pendiculaire AV sur la trace verticale ai, et du pied et de 
cette perpendiculaire, on abaisse la perpendiculaire et g k sgti 
h partir du point p , o4 cette perpendiculaire coupe la ligne 
de terre y otk prend sur pg une longueur pa::^s/A'. Lui 
peints it , a^ ainsi déterminés , sont les projections d ierc h éfli 
rdv point A. 

RsiiAftQinB. On opérerait d'une manière analogue, si le 
plftn qui contient le point A était perpendiculaire an plen 
borisootal. 
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a^gu Mippb ce qui priocde^ tortqi/on ccMuialtra Fost des 
pff«)0ctMM* dhuie eowbe titaée dans saplaiidoanéylci mA' 
tlMdei Mâif«é9 (n^ »76 , 9*et 6«^ a», aB« »76), fiKtr^^ 
moyea do ooMinrire socccMÎtemeBt I«t diflB&reiit pMntt dft 
Vaatre projeetion de cette ôonrbe^ ei de trouver k poiilîon 
q«e piend œtte ooorbe loreqve son plan twurne autour de 
Piuie do aea Ineea pour ae rabattre fur le plan de projection 
qui contient oêite traoe« On obtiendra, deeeUe manière | la 
eottsbe daae ift'Traie grandeur. 

a8o. RéciproquemerU ^ toutes les fbis qu'on connaîtra le 
rabattement, sur l'uii des deux plans de projection, f une 
courbe située dans un plan donné , les méthodes exposées dans 
l^n^ 277 et 178, fourniront le moyen de construire les projec- 
tions des différens points de cette courbe sur les deux plans de 
projection. 

iSu hoifmtiQf^ satÊra rétçÊutm ut^problèmc sur des pointé 
4r4 des lignes qui sont dasu un même plan^ Us construcU^ns 
jm^d pi è tt Çpf*- %']l&m0.%'fi) Joumironi te mtjyen de résoudre 
le. même pnoUhneM quand les dotmées étanl dans un plan Z 
4MIUW de position dam F espace , ne seront déterminées que 
par les$rs projections sur deux pians rectangulaires» A. cet 
tffist : noua chercberoifts les traces du plan Z {vf** a45 et a46) ; 
BûHa supposerons ensuite que ce pian tourne autour de sa 
trace horîaonlaLe 9 pour se rabattre sur le plan horizontal | 
noua déterminerons les positions , sur le plan Z , ainsi ra« 
faaUu., dei points et de» lignes dont les projections étaient 
jUénées (a^ 276). Nous pourrons exécuter sur le plan hiori- 
aontali le» oanstructions qui détermineront les positions rea* 
peetiv^des inconnues dans le plan que nous atons rabaUv; 
enfiAf BOUS concevrons que ce dernier fdasi tourne autour de 
sa trace horisontale, pour reprendre sa position primitîfe, 
etj à l'aide des coaslr actions des n®' 277 et 278, nous en 
déduirons Cacilement les projections demandées des points 
et des lignes qu'il s'agissait de déterminer. Appliquons ces 
considérations générales à des exemples : 



i88 GÉOMÉTRIE 

aSs. 3st* Paow.iifB {Jig. aSi). Gnumissant les projectknt 
des deux, côtés dun angle situé dans Vespace^ on propose dim^ 
crire dans cet angle une droite dune longueur ccsuuÊe C^qui 
forme un angle connu tan^ect un des côtés donnés (n* 4^). 

Soient ab y dV^ les projections de Pon des côtés donnéi, et ' 
aCj aVy les projections de Paotre côté; les projectione a^d^ 
du sommet A de l'angle formé par les côtés donnés, seront sur 
une perpendiculaire à la ligne de terre xf ( n^ a35). 

Pour trouver les traces tU^mi^ du plan Z de Vanglejormè 
par les côtés donnés, nous chercherons les points 6 , c, ob ces 
côtés rencontrent le plan horizontal , et les points d, d, oà 
les prolongemens des mêmes côtés rencontrent le plan tcd- 
tical (n* ^44) ; Ia droite tm, menée parles points b,c,9eni 
la trace hôrisontale du plan Z, et les trois points m, d^é^ 
appartenant à la trace Terticale du plan Z, devront être sur une 
même droite mi • 

Pour déterminer le rabattemeni (sur le plan koriaontal) des 
deux côtés donnés, nous ooncerrons que le plan ùd de «s 
côtés 9 tourne autour de sa trace horiiontale «I; les points é,c^ 
(o& les côtés donnés rencontrent le plan horizontal ) restenmt 
fixes, et le sommet A se rabattra sur la perpendicolairB ttf 
k la trace hôrisontale ai, k une distance de g égale à llij- 
poténuse d'un triangle rectangle dont les côtés de Tangle droit 
sont aget kd (n* 276, i" cas). Pour construire cette hjpo* 
ténuse 9 on conduit par a^ une perpendiculaire al k ag , sur 
laquelle on prend ah = kd \ la droite gh est rhjpoténnse 
cherchée. On décrit un arc^de^ comme centre avec lerajonf i; 
cet arc coupe afea un point A' qui est le rabattement cherdié 
du sommet A sur le plan horisontal. Par conséquent, les 
droites à!b yà!cy sont les rabattemens sur le plan horiaontal, 
des deux côtés donnés, et bhlc est la véritable grandeur de 
l'angle formé, dans l'espace, par ces côtés C). 



{*) Cette coDitructîon «^accorde avec celle qui a clé donnée ( oo a54i 
a* méthode) , poar détetminer Fanf W formé par deux droites aituéca daoA 
l'espace. 
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Pour imerin^au Fangle bàJc , une droite dam la langueur 
soii S et qui forme V angle l avec le côté h!b , on exécute la 
oonf trnctîoa indiquée (page a4 » >^^ 4^ ) - P^** ^^ point quel- 
conqneM de A'b, on mené la droite MR, tous l'angle RMA'ss/; 
nif MB, pn prend MSsbC, et par S. on tire une parallèle 
k-bk' qoi rencontre A.'c en P^ ; par le point F^ on tire une 
paràlèlle à RM qui rencontre A'b en Q' j la droite P'Q^ ««« 
tisfait à la question, car d'après les propriétés connues despa* 
nUèleSyOtta • 

.FQ'=SH=::C, et l'angle P'Q'à'=RMA' = /^. 

Vour cohsiji^ire les projections de la droite inscrite dûnk 
Tàngle firme (dans Tespdte) par tes côtés donnés , on obseWé 
que le rabattement de cette droite sur le plan horizontal 
étabtP'Q'9 sile plan h!bc tourne ààtonr de là tra(!e horîMa*- 
tâ1é'«l', les points b^ c, resteront fixes; les points A'^P^^Q', 
dàu^iront dans l'espace des ards de cercle dont les "plans 'lè-^ 
ront perpendiculaires k la t'race mt Quand le sommet A',' dé 
l'angle AA'c, aura repris la position primitif À qu'tf- avait 
dâps fespàoèy ses projections seront a et t/; les points P^/^, 
Tiendront èur lefc'cAtés de l'angle donné/ en dès poirtts'-P^^ 
dont' il s*iigit de' trouver les projeétions {p%p*)f{qj S^).'!!^ 
méttiodès du n*497 (i*'^^») serviraient à détermiiier cesprô» 
}ei6tions. Mais, on peut simplifier cette oonst^àctioA-; enefibty 
le point P étant sur. le c6té Ac, la projection lioriabBtàlèJ|!^^ 
de Py doit se trouver sur la projection borisontsle ae*de Atf^ 
et sur la perpendiculaire P^n à «< ( 3* remarque, p«ge t^6 )*; 
le point /i „ êik\t^n rebeontre ae , set« donc lit |»rojÎMïtSon biôrî- 
■ôriiàlé dé P. La pro)'e<:tiôn verticale de P devant te iroiârëH 
snr la perpendiculaire p:^ k la ligné de terre xjr (n* a35^,<èt 
sur la projection verticale a^cf de Ac, le point p% ob /li^r^H 
contré nV, sera la projection verticale de P. 

Par une raison semblable, pour trouver les projeétions dn 
point Qy on fins par Qf une perpendiculaire k mt qui r^nôqntrè 
ab en q-f par q ou tire une perpendiculaire à xXt qui'ren- 
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eontffe JV «n^ ; kt pohiU 9, ^^ sont les pffojeoIJoBt donin- 
ééeêàufoiniQ. 

Les droites /7jr 9 //f^ Ainsi oomtniitei, sont les projectÎMif 
A la Kgne FQ -quî joait dét deux propriétés énoncées. 

BxHAKQiirB. Pour vérifier êi la constmciion a été fytU avec 
exactitude, on cherchera U vraie grandeur de la droite fQ, 
dent les projections sont pq et ff^^ cette longueur devra étra 
églhs k ff ( ti* a4^) ; et en détermitiant l'angle formé piiP' h 
droite {pq^p'^) avec la droite {ab^ db') , cet SMgledefra 
être égal à Paugle donné Z' (n** a54) . 

a83. 33* Problème {Jîg. a5a ). Deux droites AB , Éùti^igui te 
coupent en ^ , étani^ données de grandeur ft déposition , 4ans 
f espace, trouver un poinfM de, kutjlpiqn» tel ^ue.^lesjtrm^ 
droites, menées de ce point aux extrémités A^^B, ^ydes 
droites données , forment çntre elles 4fit^ angies dormis jt,, y. '. 

.Çoieni, ab, iib\ les projections de l'une des deux drôitaqç^r 
lié^^ et . ^ic 9 a'cp les projections de^)|a*uti)e droite ; les trou li* 
jg^Des aat^ bb\ei, ce' , seront perpendiculaires à la ligne de 
terre:g'-(A''a35), , . t , •"■ 

.Pour conitruirè les traces du plan. déterminé par ieti ÏÏeux 
droites données p, on cherche las point^ 4è ^» ou ces droites^ in- 
^bifniment . prolonge I rencontrent le plan^horixontal^ et 
]gs points ff Vf ôh elles rencontrent le plan vertical (n* ^^ \ 
1^ Accipi^ lAiinen^ p^r.les points cf^e., e«.t.Ia trace horjâoBfile 
^ .p]llii chepAé j et . la d.roite 0^( , m^pée pi^r les pointa « , 'X^ 
^ia,trape vertîcale.de.çe pJap; le point r,doit se trovrerisor 

d^t^wu TjBi dejefpfwt, qfd jouit dç la j^ropriéjté fÊnàncéeJùn 
cpnfoî^ que le plan //«( ^Qume autour 4e -.^a tracé 'Wnion 
tfileit(j la construction ii[ij|iquée,^X .^3^» '" c«*)y aert'à àé- 
terminer les rabattemens A', B^, G^ ^m* le pian boriioiital^ des 
points Aj Bj C. La méthode du n° 70, sert ensuite ii déter- 
miner le poiqt M' ; & cet effidt , on .décrit sur tes droites 
KJX^ blCf 4^ segmens aptdfles des oÀgles donnés f , y ; ces 
s^mens se coupent au point AT demandé , car en tfraht lés 



DESCRIPTIVE. 19, 

dfoitai M'A^ WV, M C, les angki A'BTV, A M'C, swln». 
pectiranent 4&g««x a«x angles donnés ff y y. 

Enfin, ponr eanstntirs les projeciiontymyfi/,dupaini H 
qui jouit de la propriété énoncée^ et dont le rabattement snr 
le plan boriaontal est MS on oonçoit que le plan M!Vk!C 
tonme antonr de la trace «1 ; qnand ce plan aura repris sa 
position primitive tmii^ les points A% B^, C, coïncideront an^ 
Im points A| B, CiOt le point M' prendra dans Pespaoe nne pos»» 
tiois M qu'il s^igH de détenniner; l'nne quelconque des mé- 
thodes du n* S77 ( i*' cof )» aerTira à eonstraire les prc^oe»^ 
lions m^wt^àmpwnt M demandé. 

Si Ton £sit usage de la t"** méthode^ on mènera pur le 
point M' une perpendiculaire h la trace mi ; par le point i, 
ok die rencontre la ligne de terre ay, on tirera une pecpeii» 
^îoidaire h ^ qui rencontre la trace ef' en A , et l'on mènera ih 
purallUe à «4; du point i comme centré 9 atec le tv/utik^ 
o» décrira ua anc qui, rencontrera ik en un point H%^ de |f 
eeimne eentre uvee le rayon gNt,<m décrira un arc quvboiUff 
pera fit en js ; le pied m de la perpeodiculaire abaissée dis js 
eur git sem la profoetion horisontale du point M ^f^fmandéi 
Pour trouTcr la projectiou Torticale mf du pcnnt M, on tirem 
pur m'- une fèsfèndieidaive ii oeff €t k partir du point r oii 
olfeiCtnéqDlire JÊffftm portera sur-joeite pcrpendicidaifct .une 
hiy^p»> FfMl'ssa^pi ce qui détermineim le jK^ntiis' dnméhd^i 

Si la coastmotion a: été &ite aveb çxaotitud^, le point m'-MÊttm 
màt fk\'ftoy&BtUÉt^n^c^ksalkB'ksfàe\iNa^^ planalè/, 

^ ^^«n,obeffidbi»t ks^ai^^ea«»rméi.pariUdr6ite<iMà^\bh^l 
amciles deuibdfoilap <e6 ^e^ii^K («ft$ ^^ h Mi ugl* dmeiml 
fitr^ciespeditameat égauis aux unglee demaès^C, y^ (u^iifl4)ét': 

^, :ia4. '34* Pm^^ ifie a53 ).ParumpçintJ^p dofin^4^^ 
flan de ^^içwii\p0ndlèlç9p l^ l'p ^ntleffrojecUcm. soiUcomuteMj^ 
nf^ener une droite telle que £0 jTiqrfâe.jQR dei;ette droiiç ^çffn." 
pfùe enirc.oeà pargUkles soù dune longueur donnée /« 

Soient^ o/^t fif^v}^ projections de /, et oit, cj^ \^ pro-- 
jeçtions de la par4Uèîe:<^.ii Z 
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Pour déterminer les traces mt, m/, du plan desjmrmlUes 
l, F, on cherche les points a, e, b\ d\ iA ccb panllèlei 
rencontrent les plaos de projection (n* ^44) ; les droites me- 
nées par ces points sont les traces demandées; elles passent 
par un même point a de la ligne de terre xjr (q* aSo). 

Le point donné P étant dans le plan des parallëlea / / , T, 
on ne peut prendre arbitrairement que Tune de an deux 
projections ; soit p la projection horîiontale donnée da point P. 
- Pour trouver la projection verticale j/ de f^ an ponrraît 
mener par /i un plan vertiosi quelconque (n"" a48); mais oomne 
le rabattement du point P sur le plan horiaontal, dern le 
trocn«r lav la perpendicnlaîre gh à mi^ menée par p (y n- 
marque, page 170), on simplifiera la construction en prenant 
gh pour la trace horizontale du plan Tertieal mené jmrp\ 
la trace verticale de ce plan sera la perpendiculaire hîf à xjr 
menée par h (n« 233,3**). Le point P éli^t dans chacan dei 
jUBnsghh'ytmtj la projèôtioB -verticale p de B devra ae tiéàver 
sur la projection verticale «'V de l'intersection de ces deet 
plans (n^ ^^^) % et sur la perpendicmlaive ii xf qienée ]^)p; 
le point p', oh cette perpendiculaire rencontre «'A', 8ersr:^oac 
Ifl-projection verticale demandée du poiht;P-.:<, <.l i ,1 .. 

Pbur construire le rabattement V du paint.x^ sur. le plan 
horizontal, on mène par p une .perpendiculcnreâ ^,.iarbK> 
qadk on preûdp/=z np'\Varc décrit do potînt e oomnM^ocBlfe 
avec le rayon ef^ odnpe gh au point I^ demandée ^:I >. 
. 'Pour trouver les rabattemens {sur le platt horùantat) des 
pàmaShles /, /^ en. observe que dans la totsàion du. plan W 
tnuteaT' de sa tracef horisotitafe "M,, «las points a^.:e, oà->ces 
pafiinèlëa'/reticontBent le plan horisontal, reatatat^es^ il 




pSftrt ir iA UàMie'j^'d, dd'j rèncôfnti^ le piaffa ieiiifeal; 
ce rabattement dè^nt àe tirduveir suf la ^pctidlcuTaiÉ^ iftii 
à cet {dd' est perpendiculaire sur ay)\ unedîstanbë' dé « égale 
à ad\ l'arc décrit de a comme centré àveé le' rhyon à^. 
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ooupvt 4m «n un point D' qai aéra le rabattement eher* 
ché au point df. La droite cS, menée par les points c, I/, 
sera le rabattement de la droite {od^ dd) , snr le plan hori- 
zontal ^ et la parallèle aK k cS, menée par a, sera le ra- 
battement de la droite (abf a'b'). 

^onr ditamUner le rubaitement de la sécamte demandée 
(sur le plam horùontal), il suffit de mener par le point F 
nne sécante telle que la partie comprise entre les parallèles 
cS 9 aK , soit égale à la ligne donnée / (n^ 4^ ; à cet effet , 
d*on point qodcooque Y de cS , prb pour centrèi et avec le 
rayon /^ on décrit un arc qui coupe aR en un point H ; 
U paraHèie W k la droite HV , jouit de la propriété de- 
mandée, car les parallèles comprises entre parallèles étant 
^e8,on a Q'R'sHV:^/, 

Pour construire Us protections de la sécante demandée, 
on, coAfoit que le plaa F^/y des parallèles nK, cS, tourne 
autour de la trace «ci, pour reprendre sa position primitive 
Sprf' i le point V Tiendra «1 P » les parallèles aK ^ eS, pren'» 
dront lei poaitîops l, l\ et les points Q', R', viendront sur les 
par^ikim^./, t^^ma des points Q» R, dont il s'agit de troii~ 
Ter les projections {g^ ^)^ (r, /)• 

.La pçojecU^ft borisontale 9, du point Q de /, dcTra se 
trooTer, suf. k . pnyjection horiaontale ab de /, et sur la per- 
pendiculaire . à .4^ menée par le rabattement Q' de Q(3*/«- 
nêorqiue, page 190); le point :^y on cette perpendiculaire ren* 
contre «^^ seca donc la projection boriaontale demandée du 
point Q. La perpendiculaire è sgr^ menée par jr, rencontrera 
la. ^projection verticale a^b' de /, en un point ^ qui sera la pro» 
jeption Terticale du point Q., 

On opérera 4^ une manière semblable |- pour trourer les pro- 
jections r, r^^ du point R. 

Quand la construction sera bien faite 1 les points/»» Jt r, 
seront et| ligne droite , ainsi que les points /''y ç\^i les droites 
jPï^f P'st'^f seront .les projections de la sécante demandée , et 
la Traie grandeur de la droite (gr, q'r) sera égale à / (n** a4o). 

RncABQVB. Lorsque la ligne donnée / sera plus grande que 
Géométrie. i3 
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la -perpendiculaire VF abaissée du point V mr «K^'Pdfc'^dé' 
crît de 'Y comme centre aTCC le fajon /, tiooperâ nK. en on 
second point G ; et la parftllëfe ii la droite GV , menée par F, 
déterminerait une seconde sécante dont la partie comprise 
entre les paraliëies aK , cS, serait égale à /; ce qai foamirait 
une seconde solatton de la question proposée. Lorsque / aéra 
égal k VF| le problème n'admettra qnfone solutioè. Snftii 
si /est moindre qne VF) le problème sera impossible. 

285. 35* PnoBLiMB (Jig. 254).i TVûUpoinu A, B, C,éumi 
donnés, dans, Vesjpace, on propose dp délermin&r là vnsk 
grandeur de la circonférence qui passé par ces tr^ispcimtep et 
de consintire tes projections des différem points de eeUa ecsarbe. 

Soient (a, a'), (b,b') et (^^ c^), les pr^ectioiis données 
desiroispioiats A, B|Cy sitnésdaUsPespace. *- 

La eoDStruclion da n* ^4^ sert à déierminer tes mitoer*^, 
tU\ du plan qui passe par les points A , B ^ G. 

Oa con$oU ensuite que le plan ttu' tonme antoalf'dè sn trace 
horÎKmtale «<»-et la ocmstruction indiqaée (n' 976^ x^ 'tùs) 
donne les ifobattemens à!j Vj C, {sur le plan hmixdnùli), des 
points k^ B, C • V ^' 

Il est alors facile de trow^er le ceniPeG âe ht estear^hieùce 
qui passe par Us points ik% B', G', et de ééelùre'céU courbe. 
Ponr instruire les projeetimis des diffÊrms psfmu êe la 
circonférence qui passe pur les jpoùus A , R/G/nn cM]^U 
que le |Aan AlSGm tourne antonr de la trace horitonllitlB ai, et 
qu'il reprend- la positîOB prfahitite As^^ le centre Ô"/^ tons 
les poinU IV^ Ë^ T , eto, , delà 4^rcoiâ'érenee A'B'G'; Afiirlfent 
des arcs de cercle dont les plans sont perpendîcnhiit^ & af; les 
pointa AS Vy> Cf Tiennent en A , B, C; lies entrer points (X» 
ly, E^F^ etc., Tiennent coïncider a^ec le centi^'O et'àTec 
des points Dy E,F, etc.y delà oiroonfiirence qui passe pailles 
points A^ B, G,, de l'espace; l'une quelconque des' deû mé- 
thodes exposées dans le n^ 277 (i*^ ^as), fournit le loMojen de 
construire les projections (o^o'), {d,d')^ («*«')# C/î/* ), elc.t 
des points O, D, E, F^ etc. On obtient, de cetté^nMmièrey 
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les^ilfr'C»^ pointe des oourbes qui âont le» projections de la 
circonférence qni passe par les points k^Bfimi 

l^'BpiujmDOlkOlnn'c.eonserTé mr P^pu^quo les lignes qui 
ont senri k construire ^ lo rabsttÉkneBt ■A^4u poinft {m, a^), 
et les piojofitÎQns . J» d^, iu foiat D dont k mhmU e me nt 
snr le phi^liQmoiiUl est D'. . u -. ■ *..^^ 

a* BwMMiaiffi .Lft>jDQiisUroâtion fTiBé^m\^,iomnàtvnm se* 
conde mani^ de trouver le centre S de la.udrfiêe jpAé» 
rique qui 'pat^e pmr quatn points'iJ^Bf G» D, dbni les 
pnfeetit^.jfiP^ dmné^ 6c^^ a64)^ On dberdie'lBs.projeatioiii 
Or. oV^., OfiMm^O d^ k'.eiao^nlisreiHnl qni passer psorles peints 
Al 9». Q. r I4B -oeati^e S de lasphbn .devknfc itAe-égdriment 
djftant dea.,pqi9^ A» B, G» U perpendicolaire / an.plaa 
^kJBQ^n^néo p^r O, pansera pae k centre S (n** i^o)^ on 
oJ^tiend^- Ifs proffctions de? cette perpendîcnlaire éa tuenant 
pinr..o,et t/^èfHL perpendicukirqt; aux traces, dn plan ABC 
(n® :i5o}, i^^, àé^JSttfiimnL de même les prejeclion» /iV pf ^ 
dux^trePde kcirconféreDoe qui passe par. ke poiiiAs A,.B) D^ 
et ks. projeeJtifW A^ Im perpendJcuturo /-an.pkn ABD-^^ménée 
par P. Les drmtes /, l\ se. couperont au point & denMgadf* 

^"^.Pi^if^^Mf ^^^m^"^^^ des droites'ilr/i sereilçént^iSÉiont 
ei^ ijMEi B^jiilt; ' qui sera lÂ prqjeetiouk hurison^akdsbcentt^ &\ 
^^^%JN^^*^<W mticalesdes 4»ilites l, l 'y^m rèneeii tr e ro nt 
en un point / qui sera la pçoî^Uptf yentioak «du eentru' fS, 
Si, la. coni||^ction a été iaite ayec eicaotitudei k droite ss' 
sera perpendicidaire jinr k Ugne i^ t«rre (n^ a36). Déplus, 
le jp^n, Q des droites /, V, étant peupendicidaire. à dlianan 
des. plans A3Ç.> ÀfiD (n'^iBo), sera aussi pwpendîo«l«ire.jÉ 
leur ^^pséic^u AB (n^ iS&); ies tçaossdu.pkoQdeirijont 
donc étire respectivement perpendiculaires aux pr<^eotiofa# de 
la droite 4^ ^n<> a37^. ... ..,. = .. . ■: ^ 

Î186. 36*]^ROBi^iMi(/^. a55). !r/t)M/70i7^ 
dqnnéf . dan9 Zejipqfic, on propote de construire h cûreis ins^- 
erit dans le ifiatuglfi formé pm: lesidrpUes qui foi^nent ces 
apis points ^. fif 4b. (trouver les^p/vj^othns de ladréo^rence 
do ce cercle, \y^. 

i3.. 
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poial a décrit, dans le plan liortiootal, un aro de carde 
doni k centre est c et dont le rajon eft ea; lea pointa A, 
B, décrifenty dans Pespaoe^des arci fiarallUet an plm ho- 
rizontal y dont les rayons sont égaux k ca ; les pKojectkMu ler» 
iicales de oefares sont parallèles k la ligne de terra a^^^EnGn, 
lorsque le plan qui paese par la TCrticale Ce a pi(s une po- 
sition parallèle an plan Tertical c^xf , sa trace horiaontale 
est la parallèle ed à xjr, le point a Tient en m» sov cd, i 
la distance cm = ca; la Terticale oAB Tient coinckhr arec 
la Terticale menée par m et dont la profealion Terâerio est 
la perpendioulaire ntg^ k xjr\ la tniroonHrenoe dfci (rand 
cercle de la sphère situé dans le plan Oca f dererant -panlièie 
au plan Tertical i^xy , sa projection "vertioale sera la civoan- 
férenoe ^vn^^ décrite de c' comme centre- aTec le ra^on B 
de la spiièr& Il suit de tt , que les points n/, n!', ob Ist per- 
pendiculaire mgj^ k xy rencontre la circiHiféreDoe -^wlé ^ 
sont les projections Tcrticales des points Mf N| oli la Ter- 
ticale éleTée en ifi rencontre la circonférence du- grand eercie 
de la sphère situé dans le plan Çjcd, Si ce dernier plan tourne 
autour de la Terticale Ce, pour reprendre sa position primiti?e 
Ccity la Terticale mMR Tiendra coïncider atecla TertieAv'ôAB^ 
les points M, N, décriront des ares paràllètes ckiir platÉt lipri^ 
zontali dont les projections Terticales seroift les paralUleaWi', 
n'Vy k xff et les points M» N, Tiendront en A et B; les 
projections Terticales demandées des points A ^ B, dkMTent donc 
se trouTcr sur les parallèles wtKy rlV. Mais ces pr^ectioDf 
sont aussi ^r la perpendiculaire ae' k ay"; les pointa ii\b\ oà 
cette perpendiculaire coupe les parallèles rriV^ iik\ sont donc 
les projections cherchées des points A 9 B, de- la- énriaoe 
sphériqiie. ■ V 

Ainsi, pour construire, par cette seconde méthode^ hmjnxh 
Jections verticales des deux points de la swfacë sphérique 
dont la projection horizontale est tè point donné-, «^ on dé- 
crit un arc j de c comme centre aTCc le rayon -ca ; cet arc ooupe 
la parallèle Cif à la ligné de terré ^ , en uti point m ; on tire 
la perpendiculaire nfg^ ^ ^\ par les points m', n', oji cette 
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perpendiculaire rencontre la circonférence décrite de d comme 
centre avec le rayon de la spbèrc, on mène des parallèles 
rriV^ Wk'y à xx\ ces parallèles coupent la perpendiculaire ac' 
à Xfy en des points a\ b\ qui sont les projections ycrticales 
demandées des deux points de la surface sphérique dont la 
projection borisontale commune est a. 

a88. 38* PaoBiiais (fig. a58). On propose de construire le 
plus couri chemin df un point à un autre, sur la surface dune 
sphère dont le centre {c, c') et le rajron R sont donnés. 

Soient a et & les projections horisontales des deux points 
de la sntfSMse sphérique. La verticale élevée en a rencontrera 
la surface spbérique en deux points dont on déterminera les 
projections verticales' a'i «\ par Pune quelconque des deux mé- 
thodes du n* 287 (on a fait usage dans la figure a58 de la 
2* méthode ). On construira de même les projections ver- 
ticales b\ C^i des points de la surface sphérique dont la pio- 
jection horiiontale commune est b. 

Cela posé : pour déterminer le plus court chemin (sur la 
sphkré) du point {a , a) au point {b y b')^ on obscrTC que 
cette ligne étant Tare de gjrand cercle qui joint ces deux 
points (n^ 209) , la question se réduit à construire les pro- 
jections de celt arc. Pour y parvenir, on clierelie les. traces 
«li m't'^ du plan qui passe par les trois points {a , a'), {b ,b')y 
{Cj c^)f (n** ^45); on conçoit ensuite que ce plan tourne 
autour de sa trace horixontale «t , et l'on construit les rabat- 
temens A.^ B^, C^ de ces trois points sur le plan horiaontal 
(n^ 276» i** cas) ; si la construction a été faîte avec exacti- 
tude) les distances de C aux points A', B', seront égales au 
rayon Rde Ja iphère; Tare A'M.'h\ décrit de C comme centre 
avec le rayoïi R> sera le rabattement, sur le plan horizontal » 
du plusopivi; chemin demandé. Pour consitr.uire .les projec- 
tions de cette Cgnci on concevra que le plan Cmt tourne 
autour de la trace mt^ pour reprendre sa position primitive 
CêU'^ l'arc AfM'Vf viendra coïncider avec l'arc dp grand cercle 
qui joint le point (aj a) au point (&, b'), et l'une quel- 
conque des méthodes du n'' 277 (i? cas) servira à déter- 
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miner les projectiona (m, n/), (n, ri)j etc. i des diffSrem 
points y M, N, etc. I de ce dernier arc. 

q8q. 3tf VtLOwsàwtM (fig. aSg). ConnaissarU la projection Aon- 
xoniaU, a, dun point A situé sur une surface de révolutim 
dont Fasee et la génératrice sont donnés , construire la pro- 
jection verticale, a% du point A de cette surface. 

Nous sapposerons que Yaxe de la sur&ce de rérdatûm eit 
Tcrtical et que tous les points de la génératrice sont dans on 
plan qai passe par Vaxe. Tout plan conduit par Taxe, c ou pera 
la snrfikce de rérolution snirant une ligne qui sera ^ale k It 
génératrice; chaque point de la génératrice décrira un arc 
de cercle dont le centre sera le pied de la perpendiculaire 
abaissée de ce point sur l'axe et dont le plan sera horizontal; 
de sorte que la projection ?erticale de cet arc sera ane paral- 
lèle il k ligne de terre xy* 

L'axe étant perpendiculaire au plan horizontal , sa projec- 
tion horizontale est un pointe, et sa projection verticale est 
la perpendiculaire c/^ k la la ligne de terre xjr. Cela posé : si 
l'on conçoit un plan Z qui passe par l'axe et par le point a, ee 
plan coupera la surface de révolution suivant une génératrice; 
la verticale élevée en a y rencontrera cette génératrice au 
point A dont il s'agit de trouver la projection verticale d. On 
obtient cette pn^ection à l'aide de raisonnemens semblables à 
ceux dont on a fait usage dans la 2* méthode du n* 287 ; on 
conçoit que le plan Z tourne autour de l'axe de révolution ; le 
point a décrit , dans le plan horizontal , un arc dont le centre 
est c et dont le rayon est ca) le point A décrit , dans Tespaoei 
un arc horizontal dont Te rajon est égal à ca. Enfin, lorsque 
le plan Z a pris une position parallèle au plan vertical de pro- 
jection, sa trace horizontale est la parallèle c^i J^^le pointa 
Tient en m, sur cd^ à la distance cmssca, la verticale ak 
Tient coïncider avec la verticale menée par m et dont la pro^ 
jection Terticale est la perpendiculaire mg' à xjr^ la généra- 
trice, située dans le plan Z, ayant pris une position parallèle 
au plan TCrtical de projection, sa projection Terticale qmls' 
est connue , car elle est ^ale à cette même génératrice. Il suit 



DESCRIPTIVE. 20 f 

de là que le point m\ o& la perpendiculaire mg' \ xfj ren- 
contre la génératrice ^'ntV, est la projection Terticale du 
point M> oji la Terticale élerée en m rencontre la génératrice 
située dans le plan vertical conduit par cd. Si ce dernier plan 
tourne autour de Faxe de ré^ntion i pour reprendre sa posi- 
tion primitiire AtfCi la i^ertioale ifiM Tiendra coïncider aVeo 
la Tcrtioale ak ; le point M décrira un arc horizontal dont la 
pro^ectioii verticale sera la î>aràllèle m'K à Jr;^ , et M viendra 
en A. La proyeetion verticale du point A doit donc se trouver 
sur la droite n/h\ Mais cette projection est aussi sur la per- 
pendiculaire mif à xf. Le point a' d'intersection de ces délix 
droites sera donc la projection verticale demandée du point A. 

Ainsiy pour ccnstruire la projection verticale du poini A.', 
dont la projection horizontale est le point donné, a , on dé- 
crit un arc de c comme centre avec le rayon cû ; cet arc coupe 
la parallèle ci/ à la ligne de terre xf*, en un point m; on tire 
la perpendiculaire mg' a xjr\ par le point m'y oii cette per- 
pendiculaire rencontre la génératrice qnils\ on mène niV pa- 
rallèle à xj\ cette parallèle coupe la perpendiculaire ae' à ocy^ 
en un point d qui est la projection verticale cherchée du point A 
de la surface de révolution. 

i'* RsMABQUK. Le prohlème du n^ 987 n'est qu'un cas par- 
ticulier du problème général que nous venons de résoudre ; 
car la sphère peut être engendrée par un demi-eercle qui tourne 
autour de son diamètre. 

a* BxMARQUB (fig. 260). Lorsque la gfénératrice est une ligne 
droite^ qui passe par un point fixe ic,c'), de Paxe vçrticfil de 
révolution et qui forme un angle constant y avec cet axe, la 
surface de révolution devient un cône droit. Le plan , mené 
par l'axe parallèlement au plan vertical c'apyr^ coupe la sur^ 
face du cône suivant une génératrice qui forme Tangle y avec 
l'axe ; on obtient la projection verticale de cette génératrice y 
en tirant par le point c' une droite cV sous l'angle qc's' ?s y. « 
ÏjC plan horixontal coupe la surface du cône suivant une cir- 
conférence dont le centre est c et dont le rayon est égal k q/, 

La construction qui vient d'être indiquée fournit le moyen 
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de trouver la projection verticale dy du point de la surface du 
cône dont la projection lioriaontale est le point donné tf . 

ago. 4<>* PaoBLiBfB. Cannaissani les pryeciiéms (a, «), 
Çbf b')f (c, c), (d, d')f (e^ tf)^ etc., de pluêiam pobiù 
K, B, C, D, E, etc., de tenace, reommtiùra si %om fa 
pùbiu A# Q» C» D, E> 0lc« , S&9U dont un même ptmm. 

On chcrcheia d'abord les traœi du plan P qni paan ptr 
les trois points ▲, B, C (n* a^S). Par k projeetioA verti- 
cale d du point D,on concevra une perpendioalaira an pka 
vertical de projection , et l'on déterminera la projeelion bo- 
ritontale du point de rencontre de cette perpendieidaiffa avec 
le plan P (n** a47)> P^<u* que le point D soit dans le phnP, 
il faut et il «nffit que k projeetioa faoriaentale de D (ainsi 
déterminée) , ooincide avec k projection donnée d* 

Qn reconnaîtra de même, si le point E^t dans le plan P; 
et ainsi de suite. 



NOTES. 

Note sur le n^ 04^. 



991. Le» oonstniccîoni indiquées (n* a4^) pour dctermiaer lincattcciion 
de deox plans sont en dëfaot , lorsque les tc»ces de ces pUns pasacnt pai 
an même point de la ligne de terre, et lorsque les traces lioriionules 00 
verticales se coupent en un point qni sort des limites de la feuille sur li- 
qnelle on vent tracer Vépun. Dans ces deux cas, pour trommr ititier* 
aeetion des plan* dont les traces sont données ^ on coape cet plam 
par un plan auxiliaire que l'on dispose de maniée que ses inierscc* 
dons arec les deux plans donnds se rencontrent en un point dont kt 
proîectioaa ne sortent pas des limites de Véptire; ce point appartient k 
ilntcrseiitioa demandée* 

i«r Cas (6g. 961 et 369). Soient at, mtf, les traces do Ton des plans, 
et «T» «T'» les traces de Pantre plan. Ces plans passant par le point «« 
es pRijections de leur interiection passeront aussi par ce point; il sdBt 
Idone de- <s tf tt f €f les projections d'un autre point de cette intersection. 

ire MAtbode (Gg. 961). On coupe les plans e«t% T«T > par un pisn 
auxiliaire cCe'» On construit les projections M, b'd\ de riniereeocioo dk' 
des plans eCc^y tat', et les projections eg , e^g't de Cinterseciion ge' des 
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plans vCe\ T/Tf. Lci dcokes hd^ €gf 9û coapent en a; les droites ^if, 
^^, M coopcDC «i «'; et ies poinu a, «^y wuk d^ierminës» aoM les 
proîsciioiM da poNU d« rfncostM des droiiat dl/^ g€f\ le point (a, «') 
•ppartiem à l'imanection demandée des pUos tnt\ TmV* Les droîus «/, 
•«/'y menëet du poiiit «ans poÎDU Uf ^^ sont les projections da Tinier- 
•action shes plans imt', T«T^ 

a* METHODE (fig. 969). Par an point qodoonqna C da la lignera êeira »^, 
on aàna un pla» V perpendîcnlaîffa è otita Kgne; la titoe horiagninla du 
^dan V art la parpfliidicolaira Ce à x^, al sa inoe tertioala cft la perpen- 
4Kcnlaire Cif k sf* Im plan V conpe Ici. plans tec', TcT', aoiwant dans 
droîtaa 1, l'j et ees droties sa reneoouiaDC en nn point A qui appaitiont à 
ninteoMctidn des plaÉs utl^i TmT^ 

Pour obcanirka proje eti ons dn point A, on oon^it d'abord qna le 
plan V la wn a amonr de aa ttnee horîsontale Ce, et Pon dMiehe las ra- 
■iwm— ena dWy gjBf^ Jas interaaetîons I, t^ atir la plan faomontal cCTf ; les 
dcoiias âËt^ gEf^ wm ooapem en nn point A' qni est le rabaiteaMnt de A ; 
et Ton ^ao dédnit fiMilsinent lea protections do point A. Mons alloua eiéev- 
ior «a ronsmKirioni^ 

Llntcrseetion dca plana eC€\ ttulff est la droite / ^ ^[nî rencontre le plan 
lioèriiODtal en 4f , at ie plan ▼«srtical en V\ cette intersection esc donc Thy- 
poténnae d'nn triangle dont les deon cAlés de Pangb draît aoni Gd^ Cl/. 
Da mteoy la droite /, qai acnoontra les plans de projection aoz^ potnis 
g y a', ast Pkypoténnae da triangle dont ka jlcnz c6tés de Fangle droit 
aMttiQfetCe'. 

Si laplan V tonnas anionr de sa trace lloriiontale Ce , les points d , gy 
-des droites i, i^y amèwat iizes^ les points //, e^, de ces droites^ déairant 
dans le plan vertical c^Cjr , des arcs dont le rentre ooinnmn sera C et dont 'les 
tàyamê aérant C^^ C/ ^ les points B', ¥ff ^h ces ans coupent la ligne de terre, 
aeiont Isa nbatieaaloa des points i% eT, sur la plan hortiontal cCyi et 
par aniia, Isa diioûas dBf, gE\ seront les rabatismens dea intersections 
i, /. Lu point A'^ 9h Isa droites dB\ gE', se rencontrant, aera^nc le 
«abattement de nnlUMccîon A des lignes I, t, 

• Enfin y si le plan ^Cjr tonme aatonr de la trace Ce^ ponr reprendra sa 
fposiiioe y, perpendiculaire à arfi les droites dXi\ gEf, viendront coïncider 
avec les intarsectionB /, ^^ le point A' viendra coïncider avec le point A 
dont la projection horizontale sera le pied a de la petpondicnlaire abaia* 
«ée de A' aor la tsaoe Ce. La distance Aa, da point A an plan borizontal, 
f^nt^galeb Jk'a-p «n obtiendra la projection vcrtîoala- of de A, an prô- 
nant sur C</ nne longoenr Ça' = aW 

Ainai, ponr a^mâtruire ^ pmr cette seamde méthode ^ les prcfeetien» 
de l'intersection de deux plans ieUf, TaT', qui jHissemJt pmt nn même 
point e,delm ligmeMe terre xy^ o|i tire nne perpendicnlaita qnaleooque 
ett à xy^ qni renoçs9tre le# droites ac^, aX', xy^ eJt^ êtT, en des poinu ^, 
e^, Cf d, g] on dccrit des arcs de C comme centre avec les rajops Ci/, 
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G/i eai am reneoBtraii U li|pM da terre en dci poiali V, C; p« k fMl 
A' d'iBleiMetîoa «Icf droilet A', ^Ef, mi lire des | Ni nw i l ir« h iif à'f, 
A'pf an lignes Ce^ Cyi on décrit nu arc de C cowr ceau aieek 
rajon Cpi cet aie rencontre la drcMie C^ an «'• La droite «/*, aenét fa 
les pointt «« a, eM la profcction honionlale de rinienedioa des ^bm 
ttLif, Tm'F; et la droite «/*, menée par lira poîntt «, ^, «nt h frajacMi 
▼ertieale de cette mène intersection. 

«• Cas. f* RUtwdi (fi|c. sSS). Soient, «f , nc', les denx mesdarB 
des pbns donnéi, et CT, CT, les denz traces ds Tantro plnau LnpoHÛs 
do plan «axiliaim V étant arbitraire, noos le snppossrons paraHMn an phi 
Tertiealds pr ojecdon; sa trace horisontale aéra nne parallèle ed à Inli^nde 
terre x^; il coopéra les pbns C«l^, TCT'y snivanldes droites /, ^, ^caa- 
conrtont vers nn même point A de rimerseciion demandée des p l am tâ^i 
TCF. Les droites /, /^ rencontrent le plan kotiaontal ans poinli c» d, 
dont les proîectioos verticales sont les pieds e^, iT, des petpeadîealaiin 
menées dêi poinu c, d, sur jrjr • de sorte que ks points c% ^^ ■PP'^ 
tiennent lespectÏTeraent ans projections ▼ertiealcs des droiim /« /'• lia 
lei lignes /, if^ «tant reipectiremenl parallèles ans traœa vartiealm al', 
CT' (n^ i53), leuri projections verticales sont anssi paraUèlea à osa mian 
traces (n* 9i3); on obtiendra donc les pn^eciions verticales daa diaiw 
/, Z', en conduisant par </ et <f des psrallèles tfg^, dhf, ans tncm t» 
licales «{^ Cf, Les droites tffjf^ m^ se rencontrent en an point ^ qn 
est la projection verticale d*nn point A de l'interaeedon des pjnns'tef'i 
TCJy» Le point A étant dans le plan vertical Y dont la trace horisonlde 
est e<2, la prc^ection horisontale de A est tnr ed^ la perpendicnlnimlijryr, 
menée par tf', rencontre «d en nn point a qui est la projection horiaoa- 
taie do point A (n* a35). 

Ainsi , pour trouver Us projections d'un point de Vintmrsecfijots dst 
plans ttui ^ TCV , on tire nne parallèle qndeonqne à la ligne de tenc xf j 
par la points, c, d^oh cette parallèle rencontre les traces horixoninlas a(, 
CT, on mène des perpendiculaires à xjr^ et par les pieds gf^ «T, de obi 
perpendicnJaires , on conduit des parallèles €fg^, d^f/^ ans traees verti- 
cales «t'y CT^^ par le point d'intersection a' des droites c^^, d'hf, on tire 
une perpendiculaire à xjr qui rencontre cd en n ; les points nf , « , sion 
déterminés , sont les projections demandées d'nn point A de l'interseclion 
des plans tftt', TCT. 

On tronvera de même les projections b, V^ d'on second point B de 
l'intersection des plans Uitf^ TCt*, en menant nn antre plan parallèle an 
plan vertical de projection. 

Les droites ah, téV^ indéfiniment prolongées , seront les proîections de- 
mandées de Tinterseciion des plans £«/', TCT'. 

On pourrait anssi déterminer les projections de Pintersection des plans 
t^€^ TCV, en coupant ces plans par dcni plans auxiliaires parallèles au 
plan borizonral. 
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RsMÂiQinB. Ponr <|a'iin plan aniiliaîre , mène panllèlaDeiit à l'on d«i 
plint (le prcjectioiiy déiennine un poîni de rintencciioii des clem pUiu 
donni^ » il fiinc et il suffit qae ce plan snsilisire coupe les dens tiaces fao- 
risontales ou Teriicalcs des plans donna soituic des lignes donc les pn>- 
î ections Terticalcs on horizontales se reooonireni en nn point cpii ne sorte 
pas des limitss de la fenîlle sur laqnelle on vent tracer Vépure* Lorsqnc 
les traces des plans donnés seront disposées de maniirs qn'ancnn plan anzi- 
liaire, parallèle à l'on des plans de proiection» ne ponnra saiislaire à la 
condition que nona venons dlndi^er , il fiyidra recourir à la méthode 
•uirante : 

3* MiTBooB. Par la ligne de terre xy (fig. 964) f on mène nn pian auxi- 
liaire quelconque; il coupe les plans donnés fMC', TCV^ suivant deux 
f]roites «K, CR (situées dans Pespace), qui passent respectivement par les 
points connus «, C, et qui se rencontrent en un certain point M de lin- 
ccrscction cherchée AB des plans f«t^, TCT^. Ponr trouver un autre point 
(le chacune des droites «K., CR , on mène arbitrairement nn plan Y pa- 
rallèle an plan vertical de projection ; sa trace horizontale est nue parallèle 
pq k xjr (n* a3o){ il coupe le plan aMC suivant une droite PQ qui est 
parallèle h xjr, eu pg étant parallèle à jr^ , si par un point quelconque 
de l'intersection PQ des plans PQxjr , PQp^ » on tirait une panllèle à xy^ 
cette droite, qui serait aussi parallèle è pq (n* i36), serait tout entière 
«lans chacun de ces deux plans (n* 133). Le plan V rencontre les droites 
«K t CR I en des points E t F , situés dans Tespaçe. Chacun des points 
c , £ , se trouvant à la fois dans le plan PQpq et dans le plan nu\ la 
droite oG qui passe par e et E , est Tintersection de ces deux plans. Cette 
intersection est panllèle à la trace verticale éttf du plan l«<^ (n» i53). 
Par une raison semUablc, la droite </H, menée par les poinu d, F, est 
rintersection des plans PQf>qr> TCr, et cette intersection est parallèle à 
la trace verticale CIT du plan TCT'. 

Nous allons faire voir, dans la ^^ura ^65, comment on peut construire 
les projections des droites PQ, cG, dH (fig. 364)» li tuées dans l'espace; 
nous en déduirons sncoeuivement les projections des points E , F, oà la 
première droite coupe les deux antres, et les projections des droites «K, 
CR ; les droites «K, CR, se rencontreront en nn point M qui appartien- 
dra è llntersection cherchée des plans tut' 9 TCl''. 

Les droites PQ , eG, dH , étant dans le plan vertical dont la trace horizon- 
tale est pq, leurs projections horizontales se confondent avec cette trace* 

La droite PQ étant parallèle à la ligne de terre xy, sa projection ver- 
ticale est parallèle à xjr (no 333). D'ailleurs, chacun des plans MflC» 
EFcd, pouvant prendre une infinité de positions, il est facile de les dis 
poser de manière que les projections do point M ne sortent pas des limites 
de la feuille sur laquelle on trace Véptire , et une parallèle quelconque p^q' 
h xy peut être considérée comme la projection verticale de la droite PQ. 

On vient de voir que les droites cG , d H , sont, respectivement parai- 
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duigct 176 et 177); à c«l effet, on lire |Mk^ ff, b iMrpenfiîcnlaîre^rkSft 
cl la pcrpcMidiculairc ffH' à gr ^ par le piecî r de U perpendicolaÎR f. 
fin mène la «Iioito rK, w>a> Tungle /;'rK =Ci les lignes .^H', rR, seconpc". 
en un point m; on décrit un arc ilu point ^ comme centre aTec le rayot 
roiinu gnt ; cet arc rencontre la perpt-ndiculatre ^A h xy en na point n qui 
appartient à la trace />Z' demandée. On trouvera donc cette trace en ti- 
rant une dioite par les poinif connus Pj n. 

Le p>int F' devant se trouver sur Tare //F* et sur In trace pZ'y seit 
dtterminé par rinterstction de ces deux lignes. 

Enfin, bi l'on conçoit que le plan CSB tourne autour de sa trace bo- 
lizontalc SB, f>onr se rahatirc sur le plan horizontal Sjry , les disiancfs 
du p<iint F' (de SC) aux points fixes S. Pf ne cliangeront pas^ et comme 
on vient de voir que U première de ces distances est égale h yS» le point F' 
se rabattra, sur le plan liorixontnl, en un foinl /' qui sera dvtermisc 
par Tintersectinn des arcs dcciits clcs points S et p comme centres avec 
les rayons connus S/*, pb'm La droite SE*, inenëe par les points S, ft 
sera donc le rabattement de Tarèie SC sur le plan borizooCal , et Tangle 
BSE' sera égal k Pangle cliercbe a. 

Lorsque les données^ h, c , C, sont telles qu*on les a sapposées daFf 
la fiffure 067 , In circonfc'rcnre , décrite âeg comme centre avec le rayon j^. 
f!f>upe la droite p7/ tn deux points F', F*; les circonférences ciccrites de? 
comme centre avec les rayons pl^', /vF*, coupent la circonférence dcfcritc deS 
comme centre avec le rayon S/*, en des points y, fi cl en tirant les droites 
Sf'F/, S/'^Ë", on obtient deux solutions dans lesquelles les Talears de ia 
I roibiènic face a sont BSE' et TiSE*. De sorte que les données , b fCyCj 
appartiennent h deux pyramides différentes. 

Il est facile de voir que ces raisouneniens conduisent h la constructioa 
indiquée dans le n^ 273. 

Remaiqve. Après avoir trouvé le point F', oâi Parète SG perce le plan 
vertical F'jr* on peut faire usage de la méthode du n^ 276 (i^r cas) 
pour construiriî le rabattement ^ de F' j car le pied f de la perpendiculaire 
abaissée de F^ sur xjr étant la projection horizontale de F', le rabattement 
de F' sera sur la perpendicubiire fJ' h la trace lioriiontale SB du plan F'SB 
(page 170, 3* remarque) \ et comme d'après ce qu'on a vn ( page 169), la 
distance de d h h', est rhypoténuse d^on triangle dont les dcoz cAtés de 
Paiiglc droit sont t^d et t*V' , ponr obtenir cette distance, on décrira nn arc, 
dn point f' comme centre avec le rayon i^F'j cet arc coupera la perpendi* 
cnlairc uq h vd\ en h j la distance dl^' sera égale à Thypoténuse dh j et l'arc , 
décrit de d comme centre avec le rayon dh , renoontrera ddk au point J' 
demandé. 

Les angles plans a, &, c, étant connus, le procédé du n^ a68 ser- 
vira «^ ronstrnire les angles dièdres «c, >. 

FIN. 
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